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UuvoD

Predkladané ucebni texty k predmeétim Linedrni systémy 1,2 jsou uréeny piedevsim studentim
bakalarského a magisterského studijniho programu Aplikované védy a informatika (AV1), obor
Kybernetika a fidici technika, ale i studentam jinych technickych obora, ktefi ziskali z&kladni
znalosti z matematické analyzy (lineérni algebra, linearni diferencialni rovnice), z teorie systému
a jsou seznameni s programovym prostiedim Matlab-Simulink.

Tématické okruhy prednéSené latky se zabyvaji analyzou a ndvrhem systémi automatického
fizeni somezenim na deterministické spojité a diskrétni linearni dynamické systémy, obvykle
s jednim vstupem a jednim vystupem (SISO systémy).

V prvni kapitole je vénovana pozornost problematice uréeni matematického modelu redlného
dynamického systému na z&kladé matematicko-fyzik&niho modelovéani. Natypickych piikladech
realnych systémi je ukézano, Ze ziskany model je obvykle popsan nelinearni  diferenciani
rovnici vysSiho radu nebo soustavou takovych rovnic (linedrni model je spiSe akceptovatelnou
idealizaci), tedy modelem vnéjSiho popisu. Vhodnou volbou stavovych proménnych Ize piegjit na
model vnittniho popisu a ziskat tak obecné nelinearni stavovou reprezentaci jako soustavu
nelinearnich diferenciélnich rovnic prvniho t&du. Teprve po uréeni rovnovaznych ¢i ustélenych
stavi nelinearniho dynamického systému (NDS), Ize v jejich okoli provést linearizaci a ziskat
lokalni, aproximativni model v podobé stavové reprezentace linearniho dynamického systému
(LDS). Stavové reprezentaci a vlastnostem LDS (stabilita, fiditelnost, dosaZitelnost,
pozorovatelnost, rekonstruovatelnost, stabilizovatelnost, detekovatelnost, ekvivalence, dualita
aj.) jevénovanazbylé cést kapitoly.

Pouziti Laplaceovy transformace ve druhé kapitole umoziiuje zavést pojem prenosova funkce
LDS, ktera vedle diferencidni rovnice je daldim modelem vngjSiho popisu. ReSeni
diferencidnich rovnic je nahrazeno reSenim algebraickych rovnic, problémy analyzy i syntézy
piechazi do algebraické oblasti a je ukézano, Ze algebra blokovych schémat je G¢innym
nastrojem pro zjednoduSovani slozitych systému ¢i naopak pro vytvoreni slozitéjSich systém
z jednodusSich. V té&o kapitole jsou vysvétleny noveé zavedené pojmy (nuly, poly, ¢asové
konstanty, zesileni g.), jsou analyzovany pienosové funkce elementarnich ¢leni a uvedeny
vzajemné souvislosti modelt vnéjsiho a vnittniho popisu LDS.

Ve tieti kapitole je analyza systému rozSitena do frekvencni oblasti pouzitim Fourrierovy
transformace a definovanim frekven¢niho prenosu LDS. Jsou zde zkoumany ¢asové odezvy na
typové vstupni signdly pro modely vnitiniho i vnéjSiho popisu LDS, impulsni a piechodové
funkce (a charakteristiky) elementérnich ¢leni a pouziti konvoluce pro vypocéet odezvy na
obecny vstupni signdl. Podrobné je zkoumana frekvenéni odezva LDS na harmonicky vstupni
signdl, frekvencni charakteristiky v komplexni roving (Nyquist) a v logaritmickych souradnicich
(Bode) ato pro elementérni ¢leny i pro obecny tvar prenosu.

Ve c¢tvrté kapitole jsou uvedeny zakladni struktury spojitych regulatnich obvodi pouzivané
v regulagnich Ulohach a pri kompenzaci poruch, je vysvétlena funkce piimovazebniho a
zpétnovazebniho tizeni a vyznam reguldtort sjednim a dvéma stupni volnosti. Dale je
analyzovana stabilita a chovani uzaviené regulaéni smycky na zékladé vlastnosti oteviené
regulaéni smycky a to ve frekvenéni oblasti (Nyquistovo kriterium stability) a v algebraické
oblasti (geometrické misto korenti - GMK).

Péata kapitola je vénovana diskrétnim LDS a problémam ¢islicového(diskrétniho) fizeni spojitych
systémi. Vyklad vychézi ze struktury a funkce regulacniho obvodu pii ¢islicovém fizeni
spojitych systémi a z problému vzorkovani. Po zavedeni Z-transformace jsou specifikovany
modely vnejSiho a vnitiniho popisu diskrétnich LD S a uvedeny vzajemné souvislosti se spojitymi
modely. Pri analyze vlastnosti diskrétnich LDS je upozornéno zejména na odlisnosti od spojitych
systémi. Z hlediska budouciho navrhu ¢&islicovych regulatora seduje prednasena latka dva
z&kladni pristupy k syntéze — navrh spojitého reguldtoru a jeho nasledna diskretizace a piimy
navrh ¢islicového regulatoru.



1. STAVOVA REPREZENTACE DYNAMICKYCH SYSTEMU

Primarni funkci prakticky kazdého fidiciho systému (reguléatoru) je regulovat chovani jedné ¢i
vice proménnych (regulovanych vystupi) na redlném tizeném systému ¢i procesu tak, aby bylo
dosazeno néjakych piredem danych poZadavkt a to pii soucasném respektovani specifikovanych
omezeni arealizovatelnosti ridiciho systému.

Rizeny redlny systém ¢&i proces ma jeden nebo vice vstupt, na které Ize pasobit fizenim a
nasledné docilit pozadované zmény chovani regulovanych veli¢in. Rizeni generuje jako svij
vystup regulator a poZadované chovéani je mu zadavano v podobé referen¢niho signélu, jehoz
prabéh by mél byt sledovan regulovanou veli¢inou. V piipadé, Ze je k dispozici piesny
matematicky model ¥izeného systému a jeho okoli a vylu¢ujeme vyskyt jakékoliv neurcitosti, 1ze
pozadovaného chovani docilit vypoétem primovazebniho rizeni, které je charakteristické tim, Ze
reguldor nevyuziva zpétnou informaci o skutecném prab¢hu regulovanych veli¢in a vstupem
regulaoru je pouze referencni signdl. V redlnych situacich je viak n¢jaka forma neurcitosti vzdy
piitomna (matematicky model tizeného systému neni piesnym modelem chovani redlného
systému, vyskyt ndhodnych poruch, zmény parametria gj.), a proto davame piednost navrhu
Zpétnovazebniho Fizeni, kdy reguldor kromé referencniho signalu vyuziva také informaci o
skute¢ném pribehu regulovanych veli¢in a miaze tak reagovat na nezadouci zmény zpisobené
neurcitosti.

porucha

referencni signél fizeni

w(t) - u(t) — - regulovany vystup y(t)
Gw Reguléator Rizeny systém %

(proces) ! g
(pozadovany 7'y vstup v
vystup) | systému Snimag
E mareny vystup

Primovazebni a zp&tnovazebni Fizeni

Navrh ptimovazebniho ¢i zpétnovazebniho fizeni tedy predpoklada dikladnou znalost funkce a
chovani redlného rizeného systému, které musi byt podchyceny vytvoienim adekvétniho
matematického modelu realného rizeného systému.
Matematicky model relného systému |ze uréit dvéma zpusoby (nebo jejich kombinaci):
al matematicko-fyzikalnim model ovanim (model je odvozen ze znalosti fyzikalnich zakonu

— napr. Newtonovskeé ¢i Lagrangeovské mechaniky - 1ze urcit strukturu i parametry modelu)
b/ experimentalné (obvykle zvolime strukturu matematického modelu, redlny systém

vybudime vhodnym testovacim signdlem a n¢jakou identifikacni metodou identifikujeme

parametry modelu s vyuZzitim souboru naméienych vstupnich a vystupnich dat )
Pouziti matematicko-fyzikdlniho modelovani vede obvykle na matematicky model vngjsiho
popisu, ktery popisuje Ucinek vybrané vstupni veli¢iny na reAlném systému u(t) na dynamické
chovani vybrané vystupni veliciny y(t).
Spojity model muze byt v idealizovaném pripadé popsan linearni diferencialni rovnici vyssiho
f&du s konstantnimi parametry

yO M) +a,, YT ) .+ ayt) +a yt) =b u™ ) +b, u™P () +...+Bu(t); m<n  (1.1)
nebo obecnéji nelinearni diferencidlni rovnici

y® () = fFLy(), y(©),..y" 2 @), u),act),..u™®)]; f()... nelinedrni funkce, (1.2)
pii¢emz stupei nejvySSi derivace n uréuje fad dynamického modelu.
Vhodnou volbou stavovych (vnitinich) promennych x (t),.....x. (t) 1ze uvedené rovnice prevést na
soustavu n lineérnich ¢i nelinearnich diferencialnich rovnic prvniho 7a4du a zskat tak stavové
rovnice spolu s nedynamickou rovnici pro sedovany vystup systému, ktery je obecné funkci




vnit/nich promeénnych a vstupu systému. Prechazime tak na model vnit/niho neboli stavového
popisu, pro ktery pouZivame nazev stavova reprezentace dynamického systému.

Stavovou reprezentaci linearniho dynamického systému n-tého fadu s jednim vstupem
a jednim vystupem ( jednorozmgrovy systém) zapisujeme obvykle v maticovém tvaru

X (1) (1) % (o)
S(Ab,c'): ol=l A Pol+|blu);| ¢ |...vektor pocdtesniho stavu (1.3)
%, (1)
yt=[ ¢ ] i [+du)
X, (t)

kde A/b,c",d jsou matice odpovidajicich rozméra skonstantnimi parametry, pricemz jejich
konkrétni specifikace zavisi navolb¢ stavovych proménnych .

Stavovou reprezentaci nelinearniho dynamického systému n-tého adu s jednim vstupem
a jednim vystupem zapisujeme ve tvaru

S x(t) = f,[x(t),...x,(t),u(t)] X (L) e X () weveennn pocétecni podminky (1.4)
: : f,.(.),....f (), h(.) ... obecné nelineédrni funkce
%, (t) = f, [X,(),...x, (1), u(t)] stavovych proménnych a vstupu.

y(t) =[x (),..% (1), u(t)]
Poznamenejme, Ze prakticky vSechny redlné systémy jsou nelinearni, ale jednoducha a G¢inna
metodika analyzy systémi a navrhu fidicich systémi je vypracovana zejména pro lineérni
dynamické systémy. Je tedy prirozenou snahou ziskat néjakou linearizatni metodou linearni
model i pro nelinedrni dynamické systémy, byt’ za cenu jeho omezené platnosti.

1.1. Priklady stavového popisu realnych systémi

Pogtup pii uréovani stavovych modeli linedrnich a nelinearnich dynamickych systému na
z&kladé matematicko-fyzikalniho modelovani ukéZeme na nekolika typickych piikladech
jednorozmérovych realnych systému.

a/ Jednoduchy RL C obvod
i(t) R L
A R,L,C ... odpor, indukénost, kapacita
> (konstantni parametry)

S u(t) ... vstup (vstupni napéti)
u(t) u(t) —— 0 u®)  UR(), uL(t),_uc(t) - nqpéti naimpedancich
Ur(t) c 1 : Ur(t) ... definovany vystup y(t)
v i(t) ... proud v obvodu
Predpoklddame nulové pocéatecni podminky.

Z Kirchhoffova zékona )" u (t) = 0 vyplyva z&kladni vztah

di) 1

Ri(t) + L=+ i)t =u(t) (1.5)

Po formalni derivaci dostavame lineérni diferencialni rovnici 2. fadu s konstantnimi parametry

d*(t)  Rdi®) 1, _1du(t) (L6)
d L dt Lc L d |




Volbou stavovych proménnych Ize rovnici prevést na dvé diferencidlni rovnice 1. f&du a ziskat
tak stavovy model LDS. Z matematického hlediska neni volba jednoznatna, z praktického
hlediska je Zadouci vzit do Gvahy napt. jejich jednoduchou fyzikdélni interpretaci a metitelnost.
Pouzijeme-li napi. metodu sniZzovani fadu derivace, Ize rovnici (1.6) upravit do tvaru

dl(t) R.
— 17
dt[ L i(t) - U(t)}+ i(t)=0 (1.7)
Volbou stavovych proménnych x (t) =i(t) a x,(t) = dlj(tt) |(t)——u(t) obdrzime po Upravé
) . dx(t) _ R 1
stavové rovnice: 4 I_xl(t)+x2(t)+|_u(t)
dx, (t 1
2t -2 X
t LC
a vystupni rovnici: y(t) = Rx (t) (1.8)
V maticovém zépisu LDS zjistime odpovidajici tvar matic A,b,c’ s konstantnimi parametry:
w1 [T ko [2 (1)
S(Ab,c"): e + L u(t); t)=[R o{ } (1.9)
(Ao {xz(t)} 1 {xz(t)} ; YO=R Ol
LC

V daném pripadé byla volba stavové proménné Xx,(t) provedena z matematickych davodu.
Z praktického hlediska neni proménné x,(t) ani dobre fyzikaln¢ interpretovatelnd ani jednoduse
mefitelng, a proto volbu Xx,(t) zménime. Ponechame x (t)=i(t) a jako druhou stavovou
promeénnou zvolime napéti na kondenzétoru X, (t) = u. (t) = é j idt.

Dosazenim do z&kladniho vztahu (1.5) dostaneme po Upravé stavovou reprezentaci LDS ve tvaru

R 1
LA . 1
n. [X®O | L L|Ix®] |+ . _ %, (t)
S(Ab,c'): Lé(t)} 1 L(Z(t)} (L) ut);  yt)=[R o]{xz(t)} (1.10)
C

Stavové reprezentace LDS (1.9) a (1.10) byly odvozeny ze stejné diferencialni rovnice a jsou
tedy ekvivalentni z hlediska vstupné-vystupniho chovani daného systému - ¢asovy prabéh
stavovych (vnitinich) veli¢in bude ovsem odlisny.

b/ L evitace kulicky v magnetickem poli
Rizeni polohy kuli¢cky v magnetickém poli je jednoduchou demonstraci principu vyuZivaného
Vv praxi u motoru s hiidelem ,,uloZzenym v magnetickém poli“ (tzv. magneticka loZiska).

u(t) ... rizeny zdroj napéti (proudu), vstup systému
R .... odpor vinuti civky elektromagnetu
L .... indukénost vinuti civky e ektromagnetu
/@X u(t) R L m ... hmotakuli¢cky

i(t) ... proud vinutim
y(t) ... polohakuli¢ky, vystup systému
Fl(t) ... pritazna sila el ektromagnetu
F, .... gravitaéni sila
g..... gravitacni zrychleni, k... konstanta
Akceptovana zjednoduSeni p¥i tvorbé modelu:
neuvazujeme odpor vzduchu, predpokladame
nezavid ost indukénosti L na protékajicim proudu

<
<

i(t)
Fa(t) = Ki*)/y*()

F,=mg

Cy(b)

- -



Kombinaci Kirchhoffova a Newtonova zékona dostaneme vzajemné provazané rovnice,

dit) .. d’yt) k@)
4 PRO=u® M =M™ (1.12)

které |ze prevést na nelinearni diferencidlni rovnici tretiho réadu. Stavovy model popisujici
fizenou levitaci kuli¢cky bude tedy nelinedrnim dynamickym systémem tretiho fadu.
Volbou stavovych proménnych x, (t) =i(t); X, (t) = y(t); X, (t) = y(t) dostaneme stavove rovnice

stavove rovnice: % (t) = —%xl(t) +%u(t) ........ = f, (X, X,, X3, U)

Xy (1) = X5 (1) = f,(X,, X,, %5, U)

AL ) _

X, (t) = me (D) S al (TP = f,(X, %, X5, U) (1.12)
avystupni rovnici: — Y(t) = X, (£).eeeeiveeise = g(X;, X,, X3,U) (1.13)

Poznamenejme, Ze piesnéjSi nelinearni model bychom ziskali respektovanim skutec¢nosti, Ze
indukénost civky na magnetickém jédre je nelinearni funkci protékajiciho proudu L = L[i(t)]
aprvni rovnice by bylarovnéz nelinearni diferenciéni rovnici.

¢/ Stejnosmérny motor Fizeny do kotvy

Stizenim rychlosti ot&éek ¢i Uhlu natoceni hitidele (polohy) stejnosmérného motoru se setkavame
v ngjruznéjSich aplikacich, nebot” stejnosmérny motor je velmi ¢asto pouZivany akéni organ, je
pouzivan jako pohonna jednotka - at’ jiZ pro rotaéni ¢i translaéni pohyb, tvori zékladni ¢ést
servomechanismi a pod.

Jeho matematicky model odvodime za zjednodudujicich (vétSinou akceptovatelnych)
piedpokladi linearity vSech funkci vystupujicich v jeho popisu — viz schéma:

¢o(t)
/T

M (), M, (1)
N I |

1

o(t),M, (1)

-

Oznageni:
R«,Lk ...odpor aindukénost vinuti kotvy (konstantni parametry)
uk (t) ... vstup (napéti privadené do kotvy motoru), ik(t) ... proud kotvy
Ur(t), ug (t)... Ubytky napéti naimpedancich kotvy,  ue(t) = ke@ (t)... napéti vzniklé v disledku rotace kotvy
o(t),p(t) ... thlovarychlost ot&eni hridele motoru, thel natoceni hiidele motoru - definované vystupy y(t)
J ... moment setrvagnosti rotoru (zét&ze)
M, (t) = k1, (t) ... kroutici moment motoru (prepokladame linedrni zavislost na proudu kotvy; K, je konst.)
do(t
M (t)=J # ... Setrvagny moment
M, (t) = b (t) ... tteci moment (prepokladame linedrni zavislost na @ ; b je konstanta viskozniho trent)
Diferenciani rovnice popisujici chovani stejnosmérného motoru ziskame z Kirchhoffova zakona,
ze znamého vztahu pro Uhlovou rychlost otateni w(t) =de(t)/dt a zrovnovahy momenti

(ZMi =0). Jnak teceno, kroutici (hnaci) moment motoru M, (t)se v kazdém casovém
okamziku ,, spotiebovava’ na setrvacny moment M (t) atieci (brzdny) moment M, (t).
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L, di;t(t) + Ryl (1) = U (1) —keoo(t); I % +bo(t) = ky iy (t); % o) (114

Budeme-li definovat vystup systému jako Uhlovou rychlost y(t) = w(t), nepotiebujeme tieti
rovnici a po vylouceni vnitini proménné i, (t) Ize model systému popsat jedinou lineéarni
diferencidni rovnici druhého radu.

Pokud budeme definovat vystup systému jako Uhel natoceni hridele y(t) = ¢(t), I1ze po vylouceni
vnitinich proménnych i, (t), o(t) popsat model systému jedinou linearni diferencidni rovnici
tietiho fédu. V obou pripadech je za vstup systému povazovano napéti nakotve u, (t) .

Volbou m¢titelnych stavovych proménnych x,(t) =i, (), X,(t) =o(t), X (t) =¢(t) |ze upravit
rovnice (1.14) aziskat prislusné stavoveé reprezentace LDS druhého resp. tretiho fadu.

Vystupem je thlova rychlost y(t) = w(t):

R _k 1
oG RO Lo L[ x® ) | . _ %, (t)
S(Ab,c )[xz(t)} . : L(Z(t)} LS u ;v =[o 1]{)(2(0} (1.15)
NN
Vystupem je Uhel natoceni hiFidele motoru y(t) = (t) :
o [
% (t) 3 « l: x(t) | | L %, (t)
S(Ab.cT): | %) = TM -3 0| %) [+| 0 |uc®); y®=[0 0 1| x| (116)
%(t) 0 1 o] | 0 X,(t)

d/ Jednoduchy tlumié

Jako priklad dynamického chovani mechanické soustavy uvaZzujme zjednoduSeny model
pérovani ndpravy automobilu dle uvedeného schéma. Za vstup systému povaZzujeme externi silu
vyvozovanou na ndpravu v dasledku jizdy po nerovné podloZce, vystupem je vzdaenost
karoserie od podlozky (silnice).

; = y(t)
F(t) v I y(t)
Y] S e
A1 R
—_—
Oznageni:

Fex(t) ... vstup systému (externi sila); y(t) .... vystup systému ( vzdalenost karoserie od podlozky)
m.... hmota karoserie; k ... konstanta pruziny; b ... konstanta viskézniho tieni
Fe(t) = md?y(t)/dt® ... setrvagnasila; Fp(t) = ky(t) ... slapruziny ; F(t) = b dy(t)/dt ... treci sila




Pozndmka: Za téchto predpokladu ziskame linedrni model, obecné vSak sila pruziny resp. tieci
sila mohou byt nelinedrni funkce F (t) = [y(t)] resp. F(t)=y[y(®)].
Z rovnovahy sil (> F = 0) dostavame linedrni diferencialni rovnici druhého radu

.ddi’(t) bdy(t)+ky(t) 0 (1.17)

Volbou stavovych proménnych x(t) = y(t) ; X, (t) = y(t) (me&teni polohy arychlosti) dostavame
stavové rovnice X, (t) = X (t)
% (t) = ——><1(t)——>< (t)+ Foc (1)

avystupni rovnici y(t) = xl(t) (1.18)
V_maticovém zapisu dostdvame hledany model jako stavovou reprezentaci LDS 2. i&du

0o 1 0
n. | %O ] x(t) . _ x(t)
S(Ab,c'): {Xz(t)} kb {Xz(t)} 1|0 y=[ o].{xz(t)} (1.19)
m m
e/ Vozova souprava

Model dynamického chovani vozové soupravy je rozsirenou aplikaci pouZiti tlumice pri spojeni
dvou hmotnych téles. Vstupem systému je opét externi sila F,, (1), za vystup miZzeme povaZovat

napiiklad vzdalenost mezi vozidly y(t)=y,(t)-y,(t). Ostatni oznateni a predpoklady (lineérni
zévislogt sily pruziny atieci sily) ponechavame stejné jako v predchozim prikladu.

k

AVAVAVAS

b T — >

) (

»
»

Fex(t)

el

Z rovnovéhy sil dostaneme dvé vzajemné véazané linedrni diferencialni rovnice druhého fadu.
Pro viiz shmotnosti my: - my; (t) = —k[y,(t) — v, (t)]-b[ ¥ (t) - V,(t) ]+ Foc (t)
Pro viiz shmotnosti mp: - m, Y, (t) = k[ y,(t) - y, (t)]+ b[ y,(t) - ¥, (1)] (1.20)
Jako stavové promenné zvolime jednoduSe métitelnou polohu a rychlost jednotlivych vozi
)=y t); %) =y{); %) =y,({t); X, (t)=Y,(t) a rovnice prevedeme na ¢tyti linearni
diferencidni rovnice 1. fadu .
Ziskame stavové rovnice X, (t) = X,(t)

k k b b 1
% (1) = —— X (1) +— %, (1) =— %, (1) +— X, () + — R (t)
’ m m m*Tom T m

X3(t) = X, (t)

k k b b
(1) = — X () —— X, (t) +— X, (t) —— X, (t
X, (t) X, (£) =%, () + — (1) ——X,(t)

avystupni rovnici y(t) = X (t) — x,(t) (.21)
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V_maticovém zapisu dostavame hledany model jako stavovou reprezentaci LDS 4. i&du

% (1) 0 1 0 0 [x() 0
S(AbcT)' )| |-kim -b/m kim  b/m || x(t) . 1/m £ 0
AR B A (3 R N 0 0 1 X, (t) o |
@) | | k/m, b/m,  —k/m, -b/m, || x,(t) 0
X (1)
X (t)
=[1 0 -10 1.22
y(©) =] ]><3(t) (1.22)
X, (t)

f/ Soustava propojenych nadrzi

S poZzadavkem na tizeni pritoku kapaliny do soustavy propojenych nadrzi za Ucelem regulace
vySky hladin se setkavame v praxi pomérné ¢asto, a proto jako posledni ilustrativni priklad
uréime matematicky model dynamiky zmén vy3ky hladin v zavislosti na ptitoku kapainy do
soustavy propojenych n&drzi a pii volném odtoku kapaliny do atmosféry ( viz obr.):

(~) || ) L po.. amosigickytak |

cerpadio S,
Y S G S, ¢
Hl(t) ’ A

S @ HZ(t) | %
X
5 Z N — ok

Vi(t) Qu(t) va(t) Qz()

Oznadeni:
Qu(t)...pritokové mnozstvi kapaliny [m¥sec] - vstup ; Qu(t)...pritokové mnozZstvi; Qa(t)...vytokové mnozstvi
Hi(t), Ha(t)... vySky hladin, zavystup systému zvolime napi. vysku hladiny v druhé nadrzi y(t) = Ha(t).
Vp(t) resp. vo(t) ... pritokovaresp. vytokovarychlost kapaliny [m/sec]
S...plochanédrzi [m?]; S,resp. S, priiez pritokového resp. vytokového potrubi [m?]
Cp, C; ... rychlostni sowginitel ; p...mérnahustota kapaliny; g... gravitacni zrychleni
Oznacime-li V4(t) resp. V(t) objem kapaliny v prvni resp. druhé n&drzi, mazeme psét
dvi(t) < dH,(t) dV,(t) dH, (t)
=S =Q(t)-Q,(t); =S—2 ' = t)—Q,(t 1.23
m - 2a-QM ot 1 >0~ (1.23)
pricemZ prutokové resp. vytokové mnozstvi kapaliny lze vyjédrit pomoci pratokove resp.
vytokoveé rychlosti kapaliny
Qp (t) = CpSpr (t) a QZ (t) = CZSZVZ (t) (124)
Rychlosti proudéni kapaliny v (t) a v, (t) Ize urcit na sledované proudnici z Bernoulliova zakona
(soucet amosférického, hydrostatického a hydrodynamického tlaku je konstantni).

o , . 1
Pratokovy ventil: p,+ pgH,(t) = p, + pgH,(t) +§pvf)(t) =V, (t) = \/29[H1(t) —H,[®)]

. . . 1
Vytokovy ventil: p, + pgH,(t) = p, + > pVZ (1) = V, (1) =/2gH,(t) (1.25)

Po dosazeni (1.25) do (1.24) a nésledné (1.24) do (1.23) dostaneme dvé nelinearni diferencialni
rovnice prvniho ¥&du, které maZzeme povaZzovat za stavove rovnice.
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Redlny systém lze tedy popsat matematickym modelem ve tvaru nelinearniho dynamického
systému 2. fédu se savovymi proménnymi H, (t), H,(t) aslinedrni vystupni rovnici.

. delt(t) _ é ¢,S,20[H,(0) — H, (0] +1Q1(t) .................. = f,[H,(0), H,(1),Q®)]
dH t(t) é S,420[H, 0 - H, (0] -~ ZSZW .......... = 1,[H.0),H. ()]
y(® =[0 1]{,{8} -

1.2. Rovnovazné a ustalené stavy dynamickych systému
UvaZzujme nejprve linearni, t - invariantni dynamicky systém n—tého radu
S(AB,C): x(t) = Ax(t) +Bu(t) ; x(t,) =%, , x(t) e R", u(t) e R™, y(t)eR", m, p<n
y(t) = Cx(t) (1.27)
Rovnovazné stavy x € R" definujeme jako stavy nerizeného systému (u(t)= 0, Vt) ve kterych
ustava veskery pohyb v dynamickém systému, coZ lze vyjadrit podminkou nulové c¢asové
, =0.
Rovnovazné stavy LDS jsou tedy urceny 7eSenim linearni homogenni soustavy rovnic Ax. =0.
Homogenni soustava mé vzdy alespori jedno eSeni:
e Jeli hodnost matice dynamiky rovna dimenzi vektoru stavu h(A) =n, potom existuje
jedinétrivialni /eSeni x, =0.
e Jeli hodnost matice dynamiky mensi nez dimenze vektoru stavu h(A) = k<n, potom
existuje nekonecné mnoho 7eseni ., z nichz |ze nekonecné mnoha zpasoby vybrat n—k
feSeni lineérné nezavislych (matice A neni regularni napi. u systémua s astatismem).

Poznamka: Z matematického hlediska je rovnovazny stav x, singulédrnim bodem feSeni stavovych rovnic. Timto
bodem prochézeji (nebo zistavaji v jeho okali) vSechny trajektorie x(t). Kazdym jinym bodem stavového prostoru
prochdzi pravé jednatrajektorie x(t).

Za ustalené stavy (,, pracovni body*) x € R" budeme povaZzovat rovnovazné stavy systému pri
konstantnim sizeni u(t)=u,,, #0, Vt.

Ustalené stavy LDS jsou tedy urceny vztahem x. = -A"Bu,,,  (pro regularni matici A).

Z vystupni rovnice LDS vyplyvai existence rovnovazného ¢i ustaleného vystupu y. = Cx. .

Uvazujme nyni nelinearni, t — invariantni dynamicky systém n—tého iadu
S ox(t)=f[x®u)]; Xt)=% , x(®)eR", ut)eR™, y(t)eR’, m, p<n
y(t) = h[x(),u(t)] f[.].h[.] .... dané nelinearni (vektorové) funkce (1.28)

Definice rovnovéznych a ustalenych stava x. ¢i vystupa y. zistavav platnosti i pro NDS:
Rovnovézné stavy x, jsou dany feSenim 0= f [x.,0] , rovnovazny vystup y, = h[x,0]
Ustalené stavy x, jsou dany feSenim 0= f [X ,U,,.o | , ustéleny vystup y, =h[X ,Uqe | (1.29)
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Nelinearnich dynamicky systém muZe mit jeden nebo vice rovnovaznych stavii_a navic maze
vzniknout i jeden nebo vice rovnovaznych stavii nazyvanych , izolované mezné cykly” .

Jsou to periodicka feSeni nelinearni diferencialni rovnice, kterd mohou nastat pouze pii urcitych
po¢aecnich podminkach (netvori kontinuum) a nevyskytuji se u LDS. Ve stavovém prostoru se
mezné cykly projevuiji jako uzaviené krivky, v ¢asové oblasti jako periodické funkce.

Mezné cykly mohou byt stabilni (trajektorie vychazejici z po¢atecnich podminek v néjaké oblasti
stavového prostoru konverguji k meznému cyklu), nestabilni (trajektorie z libovolné malého
okoli mezného cyklu diverguji) a polostabilni (trajektorie mezny cyklus prechazeji).

Jako priklad ilustrujici existenci stabilniho mezného cyklu Ize uvést Van der Polovu rovnici:
§(t)+3] y*(1)-1] y(t)+ y(1) =0 ;  y(0), ¥(0) ... pocatesni pocminky

Na simulaénim schéma stavové reprezentace tohoto nefizenéno nelinearniho dynamického systému lze ovéfit
existenci stabilniho mezného cyklu pro libovolné pogatecni podminky (ovéieni ponechavame na ctenéii).

1 1
: 5 ol
&ain Integrator Integratard Scope

Froduct Math - »{[]
Function -
-
A u? g ¥ Graph

1.3. Linearizace nelinear nich dynamickych systému

| kdyZ dynamické chovéni veétSiny fyzikalnich systémt je nelinedrniho charakteru, mnoho
ztéchto systému se chova ,téméi linearng” pii malych zménéch systémovych proménnych.
Nabizi se tak moZnost nahradit model nelinearniho dynamického systému jeho linearizovanym
modelem, ziskanym linearizaci stavové a vystupni rovnice NDS v okoli rovnovaznych nebo
ustalenych stavii — ,, pracovnich bod:i“ . Jedné se tedy o lokalni aproximativni linearizaci NDS.
Pokud budou vlastnosti NDS odvozovény z jeho linearizovaného modelu, je vZzdy nutno mit na
zieteli jejich lokdni (vlastné ,,bodovou”) plathost a moZnost i vyraznych zmeén téchto vlastnosti
pii vétSich odchylkéch systémovych proménnych od ,, pracovniho bodu®.

Poznamka

Za ur&itych podminek Ize nelinearni transformaci stavu a vstupu prevést NDS piimo na linearni dynamicky systém,
jehoz vlastnosti (napt. stabilita) potom vykazuji globalni platnost. Tento piistup se nazyva exaktni linearizace NDS,
piekracuje vsak rdmec pirednasené latky v LS1,2 anebudeme se jim dale zabyvat.

Uvazujme nelinedrni dynamicky systém (1.28)
S x(t) = f[x(®),u(t)] X(t)eR", u(t)eR™, y(t)eR"; f[] resp. h[] jsou dané
y(t) = h[x(),u(t)] Nn- rozmérné resp. p - rozmérné nelinedrni vektorové funkce
a vytvorme jeho linearizovany model, ktery by mél aproximovat chovani NDS v blizkém okoli

ustdleného stavu (pracovniho bodu) x. , uréeného vztahy (1.29).
Blizké okoli pracovniho bodu budeme respektovat zavedenim odchylkovych promennych

AX(t) = x(t) — x, = X(t) = x. + AXx(t)
Au(t) = u(t) —u,, = u(t) = u,.q +AU(t) (1.30)
Ay(t) = y(t) -y, = y(®) =y, +Ay(t)

Linearizovany model ziskame rozvojem nelinedrnich vektorovych funkci f[] resp. h[] ve
stavove resp. vystupni rovnici NDS v Taylorovu 7adu v okoli pracovniho bodu pri zanedbani
vySSich ¢lenii rozvoje.
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Pro stavovou a vystupni rovnici dostavame

X, + AX(t) = T[X, + AX(t), Upgng +AUE)] = T (X, ,Upgng ) +6_
X

+ Ay(t) h[X + AX(t) ukonst + AU(t)] - h(Xr ’ ukonst) +

a protoze pro ugédleny stav

AX(t) =

Ay(t) = :

afl]
OX
|

Xr +Ukonst

Xr Ukonst

of[]

AX(t) +
® =

on[.]
AX(t) + I

of[]

Xr s Ukonst [X(t)

ah[]

X¢ +Uronst [X(t)

resp' Vyﬁup platl Xr - f(Xrukonst)

Xr Yukunst Au(t)

Xr sUionst Au(t)

_Xr]+ ou

Nl

of []

oh[]

Xr Uonst [U(t) - ukonst ]

X +Uonst [U (t) - ukonst ]

resp' yr = h(Xr ’ukonst) !
dostaneme stavovou a vystupni rovnici linearizovaného model u v odchylkovych proménnych

(1.31)

V blizkém okoli pracovniho bodu jsou tyto rovnice formalné shodné se stavovou reprezentaci
linearniho dynamického systému

X(t) = AX(t) + Bu(t) ;
y() = Cx(t) + Du(t)

Xt)eR", ut) e R™, y(t)eR"
A..nxn, B.nxm, C..pxn, D...pxm

(1.32)

piicemz matice A B,C,Djsou uréeny z Jacobiovych matic po dosazeni veli¢in definujicich
pracovni bod (x(t) =X, a u(t) =U,.):

Pi#iklad 1.1. :

Xr Ukonst

[ ofy ()
ou,

oh, ()
| Ouy

ou

Xr Ukonst

Xr Uionst

(1.33)

Urcete linearizovany modd soustavy propojenych nadrzi v okoli ustdleného stavu, piedstavovaného pii né&jakém
konstantnim privadéném mnozstvi kapaliny Q,, . ustdlenymi hodnotami vysky hladin H,,,H,, . Pri odvozeni
zachovejte vyznam fyzikanich proménnych.

Reseni:

1/ Soustava byla popsdna stavovym nelineérnim dynamickym modelem 2. ¥adu (viz 1.26)
slinearni vystupni rovnici:

[H.(0)—H,®)]+

dH,(0) __ 1,

dt S D P\/zg
dH, () _ 1
& S

)

wo-lo 1/ 0

|

Ql(t)

2Spy/29[H, () - H, (0] -= 282\/29H2(t

14

f,[H,(t), H,(t

f,[H.(t), H, (), Q)]

)]



2/ Ustdleny stav H, , H,,, pri konstantnim pfitoku Quong Urcimedie (1.29) feSenim rovnic

cS 29 i Zr Q1k0nst .................. = fl[le!HZr’Qlkonst]

y29[Hy, —H, | CZSZ,/ZgH2r ............... = f,[H,.H, ]

3/ Lmeanzovane stavové rovnice pro bl |zke okoli ustaleného stavu uréime vypoctem

o _ o of [] o of[] .
Jacobiovych matic v ustdl eném stavu g [ =A, G—Ql|H"Qlk""S‘ =b (viz1.31-1.33).

Vystupni rovnici neni tieba linearizovat, nebot’ je linedrni.
Stavovou reprezentaci linearizovaného modelu v prirastkovych promeénnych ziskame ve tvaru

CPSD\/5 (t) S \/5
2s H,, 251/

S ﬁ I s ,ﬂ N
AH; (t)_zs\/i 0 {25\/le H, | 25JH, A0

oo 210

4/ Stavova reprezentace linearizovaného modelu NDS v maticovém z4pisu je formané shodna
s maticovym zépisem linearniho t-invariantniho dynamického systému 2. fadu s jednim
vstupem a jednim vystupem (SISO)

AML(t) = .0 +<AQ()

S X(t) = Ax(t) +bu(t) ; x(t)eR?, u(t),yt)eR
y(t) =c"x(t),

coz v naSem pripadé odpovida zapisu

< {Al-:ll(t)}{an a12:|{AHl(t)}+{bl}AQl(t) ; {AHl(t)} .... (odchylkovy) vektor stavu

AH,(t) | |an ax |[AH, ()] [b, AH,(t)
AH, (t)
Ay(t) =[c, cZ]LH (t)} . AQ,(t) ..odchylkaod Q, ., AY(t)...odchylkaod Y. .

Hodnoty parametrii v maticich A, b, c’ jsou zigimé z piredchozich rovnic v rozepsaném tvaru.

1.4. Typy rovnovaznych stavii LDS a pribéh trajektorii systému
Uvazujme nefizeny lineédrni t -invariantni dynamicky systém
S x(t)=Ax(t) ; x(t)eR", y(t)e R, x(t,) =%, #0 ... nenulové pocatesni podminky

(1.34)

y(t) = cTx(t) =0... nulovy rovnovéazny stav (det A= 0)
X,

ReZeni stavové rovnice x(t) =e '™

'X(t,) ndm dava predstavu o ¢asovém priabéhu stavovych
0

veligin x(t),...x,(t). V kazdém casovém okamZiku 7 e [t,,t] piedstavuje feSeni x(z) n&jaky bod

ve stavovém prostoru R" a pohyb tohoto bodu znazornuje trajektorii systému.

Chovani LDS v okoli rovnovazného stavu x muzeme tedy posuzovat i podle prab&hu

trajektorii systému, které ziskame vyloucenim ¢asu z feSeni x(t),...x. (t) .

Poznamka: Z podminek existence a jednoznacnosti feSeni stavové rovnice vyplyva, ze kazdym bodem

X € R" prochézi jedina trajektorie, singularnim bodem fedeni , t.j. rovnovaznym stavem X v&k miZe prochézet

vice trajektorii nebo se mohou nachézet v jeho libovolné blizkém okoali.
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Priibeh trajektorif systému zavisi na vlastnich ¢islech matice dynamiky {4, (A)}.",. Tamohou byt
redlna, ryze imaginarni ¢i komplexné sdruzend, pricemz redlna vlastni cisla ¢i redlné ¢asti
komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel mohou byt ¢isla zdporna nebo kladna a rozhoduji tak o
stabilité ¢i nestabilité reSeni x(t) , resp. o typu a stabilite rovnovazného stavu.

Typy rovnovéznych stavi stired, ohnisko, uzel a sedlo atypické prabehy trajektorii pro LDS
2. fadu pro dany pocatecni stav X(t,) jsou schématicky znazornény na nasledujicich obrazcich:

»
»

X, A X,

R N

Rovnovézny stav x,=0 typu ,, stired” Rovnovézny stav x,=0 typu ,, ohniska” (stabilni)
A, (A) =% o ... (ryzeimaginarni) A, (A)=-0 % jo ... (komplexns sdruzend)
Casovy priibéh x(t) je kmitavy, netlumeny Casovy priibéh x(t) je kmitavy, tlumeny

A X A X

N
N Pid
. .
. .
. .
. .
. .
»
.
.
.

»
>

-
’
-,
-,
~)-
~
~
N
N
N

( = & / X )
* |ow|=loy b oy =[oy
Rovnovézny stav x,=0 typu ,, uzel“ (stabilni) Rovnovézny stav x,=0 typu ,, sedlc” (vzdy nestabilni)
A, (A) =-0,,—0, ... (stendznaménka) A, (A) =~-0,,+0, ... (rizndznaménka)
Casovy prabsh x(t) je nekmitavy, aperiodicky Casovy prabsh x(t) je nekmitavy, aperiodicky

Charakter prube¢hu trajektorii a vlastnosti linearniho dynamického systému se pro uréeny typ
rovnovazného stavu neméni se zmeénou pocaecnich podminek a maji tedy globalni charakter.
Chceme-li ur¢it prabeh trajektorii v okoli rovnovéaZzného stavu u nelinearniho dynamického
systému, uréime nejprve jeho linearizovany model v prisluSném rovnové&Zném stavu
(rovnovaznych stavii muze byt vicel) a o jeho typu a stabilité rozhodujeme podle viastnich cisel
matice dynamiky linearizovaného modelu (viz Jacobiova matice).

Existuje ale daleZita vyjimka:

O typu a stabilite rovnovazného stavu nel ze rozhodnout, pokud matice dynamiky linearizovaného
modelu ma viastni ¢isla na imaginarni ose.

Charakter prabéhu trgjektorii a vlastnosti nelinearniho dynamického systému pro urceny typ
rovnovazného stavu zaviseji na pocatecnich podminkach a maji tedy pouze lokalni charakter.
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Priklad 1.2.:
Urcete typ a stabilitu rovnovaznych stavi systému, popsaného
1/ linedrni diferencialni rovnici (netlumeny harmonicky oscilator)

yt)+yt)=0; y(0)=1,y(0) =0 ... pog. podminky
2/ nelinedrni diferenciani rovnici
y(t) + ay(t) —by(t) +cy*(t) =0 ;  y(0),y(0) ... pos. podminky, parametry a,b,c>0

3/ nelinearni diferenciani rovnici (viz Van der Polovarovnice v odstavci 1.2.)
yO+3[ YO -1]yO+y(1)=0;  y(0),¥(0) ... pot. pocminky
Regeni:
1/ Zvolime-li stavové promenné X, (t) = y(t), X, (t) = y(t), dostaneme stavové rovnice systému
%, (t) = %,(t)
% () =—x(t)

V maticovém zapisu

{Xl(t)}{o 1}{&0)] {XL(O)}H
%] [-1 0][%®] [%()] [0
Vlastni ¢isla matice dynamiky jsou ryze imaginami A, ,(A) =+ arovnovény stav X =0 je
typu ,st¥ed" = trajektorie systému ve stavovém prostoru budou kruznice (pro libovolny poé¢ateéni stav).
Presvédcime se o tom urdenim rovnice trajektorie vyl ougenim &asu z feSeni stavové rovnice X(t) = e*x(0)
t cost sint |1 cost
% = . =l = XZ(t) + X2 (t) =1 (rovnice kruznice ve stavové roving).
X, (t) —sint cost || 0 —sint
nebo ,alternativné, piimou integraci stavovych rovnic
2 2
o) %0 _ X0 X0 _,
ax(t)  x(t) 2 2
2/ Zvolime opét stavové proménné X, (t) = y(t), X, (t) = y(t) adostaneme stavové rovnice
X, (t) = %, (t) = f,(x,%,)
%, (1) = b, (1) — ox} (1) — ax, (1) = ,(x,,%,)

PolozenimX; = 0, X, = O zjistime, Ze nelinedrni systém ma 3 rovnovézné stavy

%(0)=1x%,(0)=0... po. stav, X, =X, =0 ... rovnovézny stav

, integragni konstanta k=1/2 (uréenaz pocatecnich podminek).

%,(0),x,(0) ... poe. stav

% =(00), ?x, = (++b/c,0) , *, = (—/blc,0)
V kazdém rovnovazném stavu urcime linearizovany model NDS, resp. pridusné matice dynamiky (viz 1.33)
lA:af(X) B , ZA:af(X) B ,3A:6f(X) .
ox X% ox X=X ox 1"

Vlastni ¢ida téchto matic potom charakterizuji typ rovnovazného stavu, jeho stabilitu ¢i nestabilitu a prabeh
trgjektorii v blizkém okoli rovnovézného stavu.
0 1
% b -—al

_a® | O 1
% |b-3cx? -a
= *x =(00) je , sedlo".

Pro*x. = (0,0) : A
OX

—at+a’+4b

Viagni sida*A ;. det(Al —'A)=0 = 4, = 5

of (X) 0 1
Pro?x *x =(x+/b/c,0): *A="—"22| | =
—a++/3%—
Vlastni sisa ** A det(Al -*°A) =0 = A, = atva’ -8 = rovnovazné stavy

2
X ,°x = (++/b/c,0) jsou bud ,stabilnimi uzly* (a* —8b > 0) nebo , stabilnimi ohnisky* (a* —8b < 0).
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3/ zvolimeopet X, (t) = y(t), X,(t) = y(t) adostaneme
% (1) = %, (1) = f1(x, Xz)
%, (1) = =%, (1) + 3%, (1) = 3% (1) %, (1) = f,(%,X,)
Polozenim X, = 0, X, = O zjistime, Ze nelinedrni systém marovnovazny stav X, = X, =0.
of (%)
OX

%,(0),x,(0) ... poe. stav

Linearizovany model mamatici dynamiky A=
3+4/5

Tento systém ma jesté rovnovazny stav typu ,, stabilni mezni cyklus® (viz piiklad v odst. 1.2), ke kterému
sméfuji i trajektorie z blizkéno okali rovnovazného stavu ,, nestabilni uzel”.

O 1 e ’ . .
Xex <0 = 13 , Vlagtni ¢islamatice A jsou

A1,2 =

= rovnovézny stav X, = X,, =0 je, nestabilni uzel“.

1.5. Stavovy model LDS, #eSeni stavové rovnice
Uvazujme stavovy model linearniho t-invariantniho dynamického systému n — tého fadu
S X(t) = AX(t) + Bu(t) ; X(t,) =% , X(t) e R", u(t) e R™, y(t)eR’, m, p<n
y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.35)
ReSeni stavové rovnice sestdva z homogenniho a partikularniho reSeni a ma tvar

t
X(t) = eXx(t,) + [ € Bu(r)dr (1.36)
to

Homogenni 7eSeni x, (t) = e"™x(t,) lze interpretovat jako stavovou odezvu na pogatesni

t
podminky pii nulovém vstupu u(t), partikulérni /eSeni X, (t) = j e’ Bu(r)dr jako stavovou
to
odezvu na vstup u(t) pii nulovych pocétesnich podminkéch. Matice e* je stavova matice
prechodu.
Poznamka:
Homogenni i partikularni ¥eSeni vyhovuji stavové rovnici, o ¢emz se Ize presvédiit jgjich dosazenim do (1.35). Pro
derivaci partikularniho feSeni pouzijeme Leibnitzovo pravidlo o derivaci integrdu dlie horni meze:

X (t) ij(t,f)df = %, (t) = f(t,t)+j%f(t,r)dr

to

Vypodet stavové matice pirechodu e™:

. At A%?
1/ Rozvojemv 7adu: e™ = | +Tt+ 2;[ +arnn (1.37)
2/ PouZitim zpétné Laplaceovy transformace: e* = L™ {( pl — A) ‘1} (1.38)

3/ Vyuziti modalni transformace.
Z linearni algebry vime, Ze kazdou ¢tvercovou matici A, 1ze prevést na diagondlni ¢i blokove

diagonalni matici D pomoci , modalni* transformacni matice V tak, Ze plati D =V AV .
Sloupce matice V jsou pravé viastni vektory prislusné vlastnim ¢islam A, (A), i =1,... n, fadky

V! jsou levé viastni vektory.

a/ Matice A nema nasobna viastni cida
V tomto pripadé jsou na diagonale matice D =V AV vlastni ¢isla 4, (A), i =1,... n.

Protoze také plati A=VDV ™, miZeme stavovou matici prechodu vyjéadfit Fadou
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et o A At S :W'1+VDV_lt +VDV_]VDV_L[2 +..=V(l L D** +. V=
1 2 1 2 1 2
eﬂlt 0
=ve®vit=v| ¢ . i VT (1.39)
0 e’lnt

b/ Matice A ma nasobna viastni ¢ida (predpokladame n linearne nezavidych viastnich vektorzz)
Uvazujme napt. k -nasobné vlastni ¢islo A,. V tomto pripadé se bude na diagondle matice D
nachazet kxk matice J, (,Jordanovaklec*) anenasobnavlastni ¢isla . (A), i =12,..n—K:

A, 1 - 0
A 0 0 . :
D={: [3] : |, kde [J,]=] - 1
0 - : .o
| O --- 0 ll »
Stavovou matici prechodu uré¢ime stejnym postupem jako v predchozim piipadé a dostaneme
e/lltl e&t tk_l At
(k-1)!
e =V [e""]kxk 1 kdee =| : (1.40)
e/ln_kt 0 . e/l|t
L Jkxk

4/ Wuziti Cayley-Hamiltonovy vety pro maticové konvergentni funkce

Veta 1-1: (Cayley-Hamiltonova)
Kazda ctvercova matice A vyhowuje své charakteristické rovnici.

Aplikujme vétu na matici dynamiky netizeného linearniho dynamického systému
S X(t) = AX(t) ; Xt)eR", A (A), i=1..n, jsouznama vlastni ¢islamatice A.

Pro danou matici A ur¢ime charakteristickou rovnici det(Al — A) =0
det(Al —A) =1"+a, , A" +...+ ;A +a, =0 (rovnici vyhovuji véechna 4, (A), i =1,...n).

Podle Cayley-Hamiltonovy véty musi matice A vyhovovat své charakteristické rovnici
A" +a, A+ o Ata,l =0
Z rovnice lze vyjadiit maticovou funkci f (A) = A" jako maticovy polynom P(A), ssP(A)= n-1
f(A=A"=—a, A" —. .. —o,A-a,l =P(A) (1.41)

Podle C.-H. véty, mazeme maticovou funkci f (A) vyjédtit jako funkci proménné A, i =1,...n
fA)=A=—a, A" ——ad —a,=P(1), i=1,...n (1.42)
Dostaneme tak n rovnic pro vypocet koeficientiz o, a;,...o.,; apo jejich dosazeni do

maticového polynomu P(A) urcime maticovou funkci f (A) = A".

Tento postup lze pouzit pro libovolnou konvergentni maticovou funkci, kterou vyjadiime
maticovym polynomem stupné n—1 sneznamymi koeficienty (viz Gantmacher: Teorie matic).
Jak jsme ukézali, pro vypocet maticove funkce je postatujici znalost vlastnich ¢isel matice A
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MaZeme tak vypocitat napt. maticové funkce AY?, A*(k < n), InA nebo e*, atedy i
stavovou matici prechodu e* . P¥i k -ndsobném vlastnim ¢isle A, matice A pouzijeme pro uréeni
koeficientt o, ;,...0, , jeSté k-1 derivaci vztahu (1.42).

Priklad 1.3.:

Urcete stavovou matici pirechodu eM pro netlumeny harmonicky oscilétor (viz Priklad 1 v odstavci 1.4.) pouZzitim
al Zpétné Laplaceovy transformace b/ Modalni transformace ¢/ C.-H. véty pro maticové funkce

Reseni:

0 1 .
Matice dynamiky netlumeného linearniho harmonického oscilédoru je A:{ 1 0} ; A, =%, n=2

p 1
a/eAt:L—l{(pI_A)—l}:L_l 21 p 1 e p>+1  p*+1||_ cqst sint
p?+1(-1 p 1 P —sint cost

p’+1 p*+1

b/ eAt — VeDtV -1 — |:

V2/2 0 J2/2 |[e" o |[V2/2 -in2/2
22 —iﬁ/zMo e-iﬂﬁ/z iﬁ/z}

| ('+e™)/2 (e'-e")/2i| | cost sint
—(e'—e™)/2i ('+e™)/2| |-sint cost

o eM=o At+ ool ... maticovafunkce je vyjadiena maticovym polynomem stupné n-1=1

e' =ajit+a,, €"=-oit+a, ... prechaimenafunkcev promenné A, A,
o — sint
ReSenim rovnic ur¢ime parametry: o, = COSt , o, = RS

i 0 1 10 cost sSint
M=o At +ayl =20 t + cost o
t |-1 0 —snt cost

1.6. Vlastnosti spojitych linedrnich dynamickych systémi

Vnitini stabilita LDS (stabilita rovnovazného stavu x,)

Definice:
Rovnovazny stav X, = O nerizeného spojitého LDS

S X(t)=Ax(t) ; x(t)eR", x =0, tel[t,,®o), X(t,)=X, ... pocatesni podminky
je asymptoticky stabilni, jestlize VX, !im”x(t)” =0
stabilni, jestlize VX, IM (Xo) : [X(1)]| < M (), Vt,t &[t,0)
a nestabilni, jestlize 3X, :!im||x(t)|| =0,

pricemz || X(t)|| oznacuje Euklei dovu normu vektoru stavu, x(t) je 7eSeni stavové rovnice.

Veta1-2. . Nefizeny spojity LDS je asymptoticky stabilni <> ReA. (A) <0, Vi,i=1,...n
anegabilni, jestlizeexistuje 4. (A) : ReAd. >0

Dikaz: X(t) =e™X(t,) =Ve™V X(t,) = Y ce"' X (t,)  (7eSeni x(t) je linedrni kombinaci modii systému)
i=1
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Vnéjsi stabilita LDS (BIBO stabilita, vstupné-vystupni stabilita)

Definice:
Soojity linearni dynamicky systém
S X(t) = Ax(t)+bu(t) ; x(t,)=X%,, X(t)eR", u(t),yt) e R*

y(t) = c"x(t)
je vstupné-vystupné stabilni (BIBO stabilni), jestlize reaguje na omezeny vstup omezenym vystupem:
vu(), vt:jut) < M, 3IM, :lyt) <M,

Véta 1-3:

Spojity linearni dynamicky systém je BIBO stabilni < j |g(t)|dt < o, kdeg(t) jeimpulsni funkce systému.

—00

Dikaz: Vyplyva z konvolutorniho integralu y(t) = j g(t—r7)u(r)dr .

Poznamka: Pojem , stabilita ve smydu Ljapunova“ bude zaveden a vysvétlen v 11. kapitole. Pokud hovoiime o
stabilité systému, mame obvykle namysli vnittni stabilitu.

Riditelnost a dosaZitelnost LDS

Z&kladni lohou tizeni dynamickych systémi je urdeni fizeni u(t), telt,.t,], které zpaisobi
zmeénu daného pocatecniho stavu systému x(t,) ve zvoleny koncovy stav X(t,). Lze-li takové
fizeni ur¢it, obvykle existuje takovych fizeni vice a mezi generovanymi trajektoriemi x(t) Ize
vybirat, coZz je z&kladnim principem Uloh optiméniho tizeni. Jestlize cilovy stav nebude
dosazitelny, ztrati tyto Ulohy smysl. Zavadi se proto pojmy Fiditelnost stavu, kdy vychozim
stavem je libovolny pocatecni stav systému X(t,) = O a koncovym stavem je pocatek stavového
progoru x(t,) =0 a dosaZtelnost stavu, kdy vychozim stavem je naopak pocéatek stavového
prostoru X(t,) =0 a koncovym stavem je libovolny stav  x(t,) # 0. Jsou-li v3echny stavy
systému tiditelné resp. dosaZitelné, fikdme, Ze systém je Fiditelny resp. dosazitelny.

Dosazitelnost je silngjsi vlastnost nez riditelnost, protoze systém muze prejit do nulového stavu
bez fizeni a pritom nemusi byt dosazitelny.

Definice:
Soojity linearni dynamicky systém
S X(t) = Ax(t) +bu(t) ; x(t)=% . xt)eR", u(t),yt) e R*

y(t) = c"x(t)
je #iditelny, jestlize VX(t,) # 0, X(t,) € R", existuje 7izeni U(t) na konecném casovém intervalu t € [t,,t, ],
které zpizsobi zmeénu daného pocatecniho stavu systému X(t,) v koncovy stav X(t;) = 0.

Jinak /eceno, musi platit

t
X(t,) = 0= e"“Ix(t,) + [e*“bu(r)dr

to

Véta 1-4:
Spajity linedrni dynamicky systém je fiditelny <> hodnost matice Fiditelnosti Q. je rovna dimenz vektoru
stavu X(t) :

HQ.] = h[b, Ab, A%D,..... A”"lb] =dimx(t)=n (1.43)

Dikaz Vyplyva z podminek reSitelnosti stavové rovnice vzhledem k 7izeni u(t) pro libovolné X(t,). Dikaz je
jednoduchy pro diskrétni systémy, pro spojité systémy jej neuvadime.
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Definice:
Fojity linearni dynamicky systém
S X(t) = Ax(t) +bu(t) ; x(t)=% ., xt)eR", u(t),yt) e R*
y(t) = c"x(t)
je dosazitelny, jestlize existuje #izeni U(t) na konecném casovém intervalu t e [to,tl], které zpusobi zmenu
daného pocatecniho stavu systému X(t,) = O v libovolny pozadovany koncovy stav X(t;) # O.
Jinak /eceno, musi platit

4
X(t,) = [ €"“bu(r)dr

f
Polozime-li x(t,) = —e*“™)x(t,), je ztejma formalni shoda podminek fiditelnosti a dosazitelnosti

stim, Ze fiditelnost predpoklédé existenci inverze stavové matice prechodu, cozZ je u spojitych
linearnich dynamickych systémua spinéno.
Z uvedeného vyplyva, Ze véta o Fiditelnosti plati i pro dosazitelnost spojitého LDS.

Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost LDS

Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost souvisi s moznosti urcit stav systému x(t) na zakladé
méteni jeho vstupu u(t) a vystupu y(t) na kone¢ném casovém intervalu. Urcujeme-li stav na
zacatku intervalu mereni, jedna se o pozorovatelnost stavu, urcujeme-li stav na konci intervalu
mereni, jedn& se o rekonstruovatelnost stavu. Jsou-li véechny stavy systému pozorovatelné resp.
rekonstruovatelng, fikame, Ze systém je pozorovatelny resp. rekonstruovatelny.

Definice:
Soojity linearni dynamicky systém
S X(t) = Ax(t) +bu(t) ; x(t)=% . xt)eR", u(t),yt) e R*

y(t) = c"x(t)
je pozorovatelny, jestlize pozorovanim vstupu U(t) a vystupu Y(t) na konecném casovém intervalu t € [to ,tl] lze
urcit pocatecni stav systému X(t,) .
Jinak /eceno, V't musi platit
t
y(t)—c" [ e bu(r)de = e W x(t,)
to

Pozndmka: Protoze vliv vstupu na vystup je znamy (je urcen druhym ¢lenem na levé strané) nebo meize byt i nulovy,
meizeme predchozi vztah zjednodusit:

y(t) =c'e*Ox(t,)

Véta 1-5:
Spojity linearni dynamicky systém je pozorovatelny <= hodnost matice pozorovatel nosti Qp je rovna dimenz
vektoru stavu X(t) :

NQ,J=h[c’ c'A - ¢A™] =dimx(t)=n (1.44)

Diikaz: Vyplyva z podminek 7editelnosti vystupni rovnice pii znamém vstupu u(t) pro libovolné X(t,) . Dikaz je
jednoduchy pro diskrétni systémy, pro spojité systémy jej neuvadime.

Definice rekonstruovatelnosti se liSi pouze pozadavkem na urcéeni stavu x(t,) nakonci intervalu
meéieni a podobn¢ jako u fiditelnosti a dosaZitelnosti LDS |ze ukézat, Ze véta o pozorovatel nosti
plati i pro rekonstruovatelnost spojitého LDS.
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Riditelnost a pozorovatelnost (dosaZitelnost a rekonstruovatelnost) Ize nejjednodudgji ilustrovat
na systému n-tého fédu S: (A,b,c’) v ,modalni (Jordanove) stavové reprezentaci* , kdy vlastni
¢islatvori diagondlu matice dynamiky (viz odst. 1.5a1.7).

Pro_realna, rizna viastni ¢isa A, (A), i =1,... n, matato stavovareprezentace tvar
O (A4 0 x®) b % (1)
S| o=l T Dol ) s y®=[e - ¢l
®] L0 - A, %@®)] [b, X, (t)
Pro matice fiditelnosti a pozorovatelnosti dostaneme
bl cee l’l"lbl CT C, cee C,
Q, =[b, Ab,....A b =| : : ; Q, = : = :
b, Ao, cA | e At e e At

Ze stavové rovnice vidime, Ze pokud jsou v3echny prvky b matice b nenulové, jsou vsechny
sozky x (), atedy i prisusné mody e**, i =1,... n, ovlivnitelné¥izenim u(t).

Takovy systém je tiditelny a matice tiditelnosti m& hodnost rovngjici se dimenzi vektoru stavu .
Bude-li libovolny z prvka b nulovy, nebude piislusna slozka vektoru stavu a prislusny mod
fiditelny a v matici ftiditelnosti bude odpovidgjici fadek nulovy. Z toho vyplyva, Ze hodnost
matice fiditelnosti bude mensi nez dimenze vektoru stavu a systém nebude fiditelny .
Analogicky rozbor miZzeme provést i pro pozorovatelnost systémul.

Hodnost matice riditelnosti ¢i pozorovatelnosti nezavisi na stavové reprezentaci popisujici dany
systémato i v pripadé nasobnych viastnich ¢isel a systémui s vice vstupy a vice vystupy.

» Modalni (Jordanova) stavova reprezentace” byla zvolena pouze kvili transparentnosti analyzy
riditelnosti a pozorovatelnosti, ktera se v jinych ekvivalentnich stavovych reprezentacich ztraci.

Pomamky:
1/ Protestovéani riditelnosti LDS Ize také pouzit kriterium

LDSjeriditeny < h[(A,1 — A),b]=dim x(t) = n; V2 (A),i=1,..n (1.45)

a pro testovani pozorovatel nosti kriterium

Al —A
LDS je pozorovatelny <> h{( ' o )} =dimx(t) =n; VA, (A),i=1..n (1.46)

V pripadg, Ze hodnost matic bude pro ngjaké viastni ¢cisoA, mensinez N, piisludny méd systému bude
nefiditelny nebo nepozorovatel ny.

2/ Pro testovani fiditelnosti stabilnich LDS Ize pouzit gramién Fiditelnosti W, apro testovani pozorovatelnosti
stabilnich LDS gramién pozor ovatelnosti W, :

t
Stabilnf LDS jetiditelng <>W, =W >0,  kdeW, = lim [ e**bbTe" ©dz (1.47)

t—o0

t
Stabilni LDS je pozorovatelny <>W, =W, >0,  kde W, =lim e¥ T et Idr (1.48)

t—ow

Poznamenejme, Ze symetrické matice W, W, > 0 |ze také ziskat feSenim Ljapunovskych rovnic (viz 11. kapitola) a
Ze singulérni cidamatic W,,W, Ize pouZit pro vyjédieni , miry fiditelnosti ¢i pozorovatelnosti*.
Ureeni matic W,,W, v Matlabu: gram(sys,’c’), gram(sys,'0')
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Stabilizovatelnost a detekovatelnost LDS

Zavedeni pojmu stabilizovatelnost a detekovatelnost vyplyva z principidni moznosti rozdglit
systém na stabilni a nestabilni ¢ast ataké na dosazitelnou a nedosazitelnou a na pozorovatelnou a
nepozorovatelnou ¢ast.

Fojity linearni dynamicky systém
S X(t) = Ax(t)+bu(t) ; x(t)=% . xt)eR", u(t),yt) e R*

y(t) = c"x(t)
stabilizovatelny, jestlize mnozna jeho nestabilnich stavii je obsazena v podprostoru dosazitelnych stavii a
nedosaZitelna ¢ast je stabilni.
Jinak feceno, LDS je stabilizovatelny, jestlize 3 k' : ReA (A—bk") <0, Vi,i=1,.n, (1.49)
kde K" je ziskova matice zpétnovazebniho lineérniho stavového regulatoru u(t) = —k ' x(t) .

Soojity linearni dynamicky systém
S X(t) = Ax(t)+bu(t) ; x(t)=% . xt)eR", u(t),yt) e R*
y(t) = c"x(t)

detekovatel ny, jestlize mnoZna jeho nestabilnich stavii je obsaZena v podprostoru pozorovatel nych stavii
a nepozorovatelné ¢ast je stabilni.

Jinak /eceno, LDS je detekovateiny, jestlize 3 h:ReA (A-hc')<o0, Vi,i=1,..n, (1.50)
kde h je ziskova matice zpetnovazebniho linearniho vystupniho regulatoru u(t) = —hy(t) .

S problémem stabilizovatelnosti se setkame napi. pii navrhu stavového reguldtoru pro systém,
ktery neni riditelny (dosaZitelny) a s problémem detekovatelnosti pri ndvrhu rekonstruktoru stavu
pro systém, ktery neni pozorovatelny (rekonstruovatelny).

DualitaLDS

K linearnimu dynamickému systému , jehoZ stavova reprezentace je charakterizovanatrojici
S:(Ab,c"), definujeme dudlni systém se stavovou reprezentaci °S: (A",c,b").

V dudlnim systému je tedy zaménéna matice dynamiky za transponovanou matici dynamiky

a je zaménen vstup za vystup, resp. matice fizeni za matici vystupu. Dualita se tak pienasi i na
vlastnosti systémi. Napi. fiditelnost a pozorovatelnost jsou dudlni vliastnosti, jak je patrné
z kriterii (1.43 — 1.48). Je-li systém fiditelny, potom duélni systém je pozorovatelny a naopak.

Kalmanova dekompozice LDS

Pro obecny linedrni dynamicky systém S: (A b,c’) existuje takova baze stavového prostoru R",
Ze vektor stavu x(t) miize byt dekomponovan na ¢ty vzajemne se wylucujici subvektory stavu
Ix(t),2x(1),2x(t),*x(t) , odpovidajici dekompozici S na subsystémy *S,%S,°S,*S sviastnostmi:
'S: Fiditelny, ale nepozorovatelny subsystém (matice dynamiky A, )

’S: riditelny a pozorovatelny subsystém (matice dynamiky A,,)

*S: neriditelny a nepozorovatelny subsystém (matice dynamiky A,)

*S: neriditelny, ale pozorovatelny subsystém (matice dynamiky A,,)

Takova dekompozice sice neni jednozna¢nd, neméni se viak dimenze jednotlivych subsystémi.
Uvazujme napt. dekompozici

Ar A A Ay by
0 0 b
A2, Ao Ao [ LN ¢ —*,0 ¢, 0 ¢, (151
0 0 A, A, 0 2
0 0 0 A, 0
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ktera je znazornéna na zjednoduSeném blokovém schéma

bg > ES c, —»
A ; Aoy ]
u v
by > 's
4
Az +— Ay ]
y
%S
L S -
‘s Cg —»

Poménka: Jeli napriklad dany systémS: (Ab,c") riditeany (h[Q, |= dim x(t) = n), de krome pazorovatelné césii
ma i nepozorovatelnou ¢ast (1< thpJ < N), je dekomponovatelny na subsystémy 'S,%S a Ize j& popsat stavovou
reprezentaci se strukturou

XO | A A | )|y , B X(t)
an)} -5 QLx(t)Hbj““)’ YO=[0 CZ]Lx(tJ
Budeli naopek dany systémS:(A,b,C") pozorovateiny (thpJ: dim x(t) =n), ae krom¢ fiditeiné casti ma i

nefiditelnou ¢ast (1 < h[Qrv] < N), je dekomponovatelny nasubsystémy  °S a *S alze je popsat stavovou reprezentaci se

strukturou
2 2 2
s e e ol
X(t) 0 A, *x(t) 0 X(t)
1.7. Vstupné — vystupni ekvivalence linedrnich dynamickych systémi
Predpokladejme, Ze pro realny dynamicky systém byl uréen stavovy model LDS
S X(t) = AX(t) + bu(t) ; X(t,) =% , X(t)eR", u(t),yt)eR, (1.52)
y(t) = cTx(t) Ab,c’ ... znamé matice, {A (A)}", ...zndmavlastni ¢isla

Z hlediska vnéjsiho popisu LDS odpovida této stavove reprezentaci jedina lineérni diferencidlni
rovnice n-tého radu s konstantnimi parametry
yO M) +a, YT ) .+ a y(t) +a y(t) =b u™ () +b, u™P () +...+hu(t); m<n, (L53)
kde parametry a,,a,,...a,, jsou koeficienty charakteristického polynomu matice A

a(l)=det(Al —A) = 1"+a A" +..+ad+a, (1.54)
Predpokladejme existenci m=n-1 derivaci vstupni veliciny. Potom parametry by,b,,..b,, ,
zévisgjici na maticich A, b,c’, uréime prevodem stavové reprezentace na linearni diferencidlni
rovnici. Prevod provedeme formdlni derivaci vystupni rovnice a vyuzijeme platnost
Cayley-Hamiltonovy vety : A"+a A" +..+aA+a,)l =0 (1.55)

Postupnymi derivacemi vystupni rovnice (a dosazenim za X(t) ze stavové rovnice) dostaneme

V() = oo, = c'x(t) /a,

yt)=c'xt) = .......... = ¢" AX(t) + c"bu(t) la,

y(t) = ¢ AX(t) + cTbu(t) = ¢" A%x(t) + c” Abu(t) +c"bu(t) /a,
y(';)(t) = e = CTAYX(E) + T A™OU(E) + ...+ cThU™ Y (1) la =1
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Provedeme naznacené nasobeni jednotlivych rovnic znamymi koeficienty charakteristického
polynomu a,,4a,,...a,, arovnice secteme. Vzhledem k platnosti (1.55) dojde k vylouceni stavu

X(t) a po Upravé pravé strany dostdvame diferenciani rovnici (1.53) sexplicitné definovanou
z&vislosti parametri by,b,,.., , namaticich A b,c’:

vy +ay+ay= gigu(”_l) +..+(ach+..+c"A"?b)u+(ac’b+...+cTA"b)u (1.56)
e by by

Koeficienty diferencidlni rovnice by,b,,..b, , jsou funkcemi znamych Kkoeficientu a,,a,,...a, ,
charakteristického polynomu a Markovskych parametri systému M., definovanych vztahem
M =c"'A™, i=1.n (157)

Z rovnice (1.56) vyplyvaji dva duleZité poznatky:

1/ Relativni i‘ad systému (rozdil #&du derivace vystupni a vstupni veli¢iny nebo rozdil stupriii
polynomu ve jmenovatdli a ¢itateli pirenosové funkce) je dan prvnim nenulovym
Markovskym parametrem.

Je-li tedy napr. ¢c"b = 0, jerelativni 7ad 1, je-li prvnim nenulovym Markovskym
parametrem ¢ A" b = 0, jereativni 7ad n.
Relativni 7ad je 0 v pripade, Ze vystupni rovnice matvar y(t) = ¢ x(t) + du(t) .

2/ K dané stavové reprezentaci S: (Ab,c’) sice existuje jedina diferencialni rovnice (jedina
prrenosova funkce), ale stejnou diferencialni rovnici (stejnou prrenosovou funkci) miize
realizovat i takova stavova reprezentace S: (A,b,c"), ktera spliuje
podminky vstupné-vystupni ekvivalence:
det(Al — A) =det(Al —A) ... rovnost charakteristickych polynomii (viastnich ¢isel)
c'Ab=Cc"A™,i=1.n, ... rovnost Markovskych parametrii (1.58)

ProtoZe uréeni ngjaké ekvivalentni stavové reprezentace S:(A,b,c',d) k dané stavové

reprezentaci S:(A,b,c’,d) miZe najit praktické uplatnéni pii modelovani ¢i analyze vlastnosti

LDS, bude vhodné nalézt podminky vstupné-vystupni ekvivalence stavovych reprezentaci (1.58)

v néjaké konstruktivngjsi podobe.

Vzhledem k tomu, Ze ekvivalentni stavové reprezentace S:(Ab,c’,d),S:(A,b,c’,d) reaguiji

na steiny vstup u(t) stefnym vystupem y(t) a maji shodnou dimenzi vektoru savu

dimx(t) =dimX(t) = n, lze predpoklédat odlisny prabe¢h stavovych proménnych, a tedy existenci

néjaké nxnregularni transformacni matice T s konstantnimi prvky takové, Zze Wx(t) resp. VX(t)

X() =Tx(t) resp. x(t)=T'X(t) (1.59)

Dosazenim transformagniho vztahu x(t) =T 'X(t) a jeho ¢asové derivace X(t)=T'X(t) do
stavové reprezentaceS:(Ab,c’,d) dostaneme porovnanim s S:(A,b,T",d) podminky

vstupné-vystupni  ekvivalence ve tvaru pievodnich vztahti mezi maticemi ekvivalentnich
stavovych reprezentaci.

S X(t) = Ax(t) +bu(t) , x(t,) <« XXX S:ox(t) = AX(t)+bu(t) , X(t,) =Tx(t,)
y(t) = c"x(t) + du(t) y(t) =T X(t) + du(t)
2 7
S: TX(t) = AT 'X(t) +bu(t) /T — S: X(t) = TAT'X(t) + Tbu(t)
y(t) = c"TX(t) + du(t) y(t) = c"TX(t) + du(t)
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Podminky vstupné-vystupni ekvivalence, pievodni vztahy mezi S a S:
A=TAT", b=Tb, T =c'T*, d=d
rep. A=T'AT, b=T"h, c¢'=c'T, d=d (1.60)

Podminky vstupné-vystupni ekvivalence (1.60) jsou ekvivalentni podminkam (1.58):

1/ Transformace podobnosti A =TAT " zachovava vlastni ¢isla = det(Al — A) = det(Al — A)
2/ Markovskeé parametry jsou pro ekvivalentni reprezentace shodné

c'b=Cc'TT o =C'b, c"Ab=C'TT*ATT b =C"Ab,........ c'A"b=c"A"b (1.61)
= vlastni ¢isla ., i =1,... n, i Markovské parametry jsou vstupné-vystupnimi invarianty.

Ekvivalentni stavové reprezentace S:(Ab,c’,d),S:(ADb,c",d) zachovavaji vlastnosti
riditelnosti (1.43) a pozorovatelnosti (1.44):

Pro matice fiditelnosti a pozorovatelnosti v ekvivalentni reprezentaci plati
Q. =[b, Ab,A%b.,....A"'b] = [T, TAT *Th, TAT *TAT *Tb,....] =T [b, Ab, A%b,.....A""b] = TQ,

ET CT-I-—l CT
— T'A c'TTAT c'A
Q= . |= : = . |[Th=Q,T™ (1.62)
ET 'Rn—l ET An.—l-l- -1 c’ .An—l

ProtoZe nasobenim regularni matici T resp. T~ se nezméni hodnostQ, resp. Q,., plati
hQ,]=hQ,]=dimx(t) =dimx(t)=n resp. h[Q,]=h|Q, |=dimx(t) = dimx(t) =n.

Ze vztahii (1.62) také vyplyva, Ze dva ekvivalentni 7iditelné a pozorovatelné systémy S a Sjsou
vazany regularni transformacni matici T_. (1.59), kterou |ze ur¢it ze vztahu

T=QQ" nebo T=Q,'Q, (1.63)

Vztahy (1.63) vyuZivdme pii transformaci dané riditelné a pozorovatelné stavové reprezentace
S:(ADb,c’,d) do libovolng zvolené ekvivalentni fiditelné a pozorovatelné stavové reprezentace
S:(A,b,T7,d) pro vypocet parametri matice izeni resp. vystupu b =Th resp. ©" =c'T™*

(z rovnosti Markovskych parametri vyplyva, Ze parametry jedné z matic jsou volitelné).

Priklad 1.4.:
K danému iditelnému a pozorovatelnému systému S(A,b,c")

AX®] (-4 2 )x@)] (1] [ x(t) | (1
S0 Lo oo i)l
) X (t)

YO =L Z]MJ

uréete matice modelu vstupné-vystupni ekvivalentni stavové reprezentace §(K, 5, CT) , zadané specifikovanou
strukturou s éasteéné neuréenymi parametry (matice fizeni je zvolena arespektuje poZzadavek fiditelnosti)

ST T
X, (t) —a, 0 X, (t) 0 X, (to) ?

~ 1 %®
y) =[G € {_

& Sl
Urcete hodnoty transformovanych pocéatecnich podminek.
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Regeni:
1/ Parametry matice A uréimez podminky rovnosti charakteristickych polynomu (1.58):

det(Al — A) =det(Al —-A) = (A+4)f1+2)-4=1-a,)A+a} = a,=-6, a,=2
2/ Ur&ime matice fiditelnosti pro obé stavové reprezentace atransformasni matice T, T ™ (1.63):

1 -2] _ [1 -6 1 o
Qf{l o}’ Qf{o _2} h[Q.]=hQ, |= dimx(t) = dimx(t) =n=2

_ . [1-6][0 1] [3-2] L1 -2
T=Q¢ {0 —2“—0.5 0.5}{1 —J’ ! {1 —3}

3/ Transformacni matice T, T~ pouzijeme pro uréeni pocatesnich podminek a matice vystupu

L ()| |3 -2 |1 o =2 _
R e N i N F Rt

Ekvivalentni systém §(K, 5, CT) je plné uréen a bude vykazovat stejnou odezvu na vystupu pro libovolny vstupni
signdl jako dany systém S(A,b,c):

s |so = oLkl kol
X, (1) -2 0f X,(t) 0 X, (t,) 0

vt =[3 —8]{:18}

1.8. Normélni formy stavové reprezentace LDS
V predchozim jsme ukazali, Ze Ize urcit nekonecné mnoho vstupné-vystupnich ekvivalentnich

stavovych reprezentaci S:(A,b,t’,d) k dané stavové reprezentaci S: (Ab,c’,d).

S X(t) = Ax(t) + bu(t) ; X(t,)=% , X(t)eR", u(t),yt)e R (1.64)
y(t) = c"x(t) + du(t) A (A), i=1,.n (vlastni¢islamatice A)

Ekvivalentni reprezentace Ize vyuzit pii modelovani, ale i v takovych Ulohach analyzy ¢i syntézy

LDS, které jsou transparentnéjSi a snaze reSitelné v néjaké jiné, vhodné zvolené ekvivalentni

stavové reprezentaci. Stavove reprezentace, které vystihuji nékteré vyzna¢né vlastnosti LDS a

obsahuji minimalni pocet parametra pro popis systému nazyvame “ normalni formy” .

Zabyvejme se nyni formalnim prevodem systémuS:(A,b,c",d)do obvykle pouzivanych

normalnich forem S, : (A, ,b, ,Cy,d, ) avénujme pozornost jejich strukture.

Jordanova normalni forma S, : (A,,b,,c; ,d,)

Tato reprezentace, nazyvana téz modani reprezentace, ma na diagondle A, vlastni ¢isla A, (A),

i =1,...nanenulové prvky matice tizeni a vystupu piimo indikuji fiditelnost a pozorovatelnost.
Do této reprezentace mize byt preveden kazdy systém S:(A,b,c",d) s pouztim transformace
ekvivalence X(t) = Tx(t) =V 7x(t) , kde V je *“ modalni transformacni matice”’ ( j&ji sloupce tvori

viastni vektory matice A). Viz Matlab: eig(A), Jordan(A)
~ . A i B Al ... 0 ~ bl
S, X(t)=VAVX(t)+Vbu(t), kde A= . i, b, =|:
0 2y b,
y(t) = c"VX(t) + d,u(t) c, =[g - G d, =d (1.65)

Poznamka.: V pripadé k-nasobného A, bude mit KJ nadiagondle jedt& kxk Jordanovu klecJ, .
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Tato normalni forma odpovidé rozkladu prenosové funkce na parcialni zlomky, ma vsak vyznam
piedevsim teoreticky, protoze pri tvorbé analogového modelu se musime omezit na realna viastni
¢isla (moznost nastaveni koeficienti modelu). Analogovy model pii redlnych, nenasobnych
vlastnich ¢islech je vytvoren paralelnim spojenim subsystému 1. fadu, v piipadé k -nasobného A,
je v i-té paralelni vétvi  k subsystémi v sériovém spojeni. Poznamenejme, Ze pii volbé
parametrii T =T, =...=C, =1 maji parametry by ,..b. vyznam rezidui.

Analogové schéma (LDS 3.tadu, A, =-1, A, = A, =—2, parametry jsou bez prouzkii)

: P |

Integrator GFaind Scope

urty

Constant
ZFain

Al ok
= =

Integratard Inte=gratar= ZainS
Fainz Gaingd

=

F

Normaélni forma fiditelnogti S, : (A ,b.,T,d,)
1/ V téo reprezentaci obsahuje matice dynamiky A, parametry, které odpovidaji koeficientim
charakteristického polynomu matice A: det(Al - A)=2"+a, A" +..+ a1 +3,
2/ Maicetiditelnosti je v té&o reprezentaci identickou matici
Qf = [61” ABr ) 'K‘fzgr“’ """ 'K‘fn_lgf] =1

Struktura matic stavového model u:

S:X0-AXO+bu®., ke A 2|5’
00 1 -a, 0
y(t) =T X(T)+d,u(t) t=[g T - t], d-=d (1.66)

Parametry C,,..... C, jSOU obecné parametry.
Do této struktury Ize transformovat jakykoliv 7iditelny systém S:(Ab,c’,d), pricemz
transformacni matici T urcime ze vztahu (1.63) pri respektovani Q, =1 :

T=QQ'=Q*, T'=Q (1.67)

Analogové schéma (parametry jsou bez prouzkii, misto cn-1 mé byt cn!)

uct =i+ ot

wstup Integratar

Integratard Integrator2
ARS Gaint Gainz
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Normalni forma pozorovatelnosti S, : (A,.b,.,c;.d,)

1/ Reprezentace je duélni vzhledem k normalni forme riditelnosti, matice dynamiky Kp opet
obsahuje parametry, které odpovidaji koeficientaim charakteristického polynomu matice A:
det(Al —A) =1"+a A" +..+al+a,

2/ Matice pozorovatelnosti je v této reprezentaci identickou matici

Q=[] oA, -~ TA] =l

Struktura matic stavového model u:

o 1 - 0 b
S, X(t) = AX(t) +bu(t), kde A, = ? 0 1 (? B, t?Z
=Gy =&Y e €y b,
y() =TI X(T)+d u(t) c =[1 0 - 0], d =d (1.68)

Parametry by,..b jsou obecné parametry (vdmnéme si, Ze u modelu generdtoru externiho
signélu by tyto parametry mohly zastupovat jeho pocéaecni podminky).

Do této struktury lze transformovat jakykoliv pozorovatelny systém S:(Ab,c™,d), pricemz
transformachi matici T urcime ze vztahu (1.63) pri respektovani Q, =1 :
T=Q,, T'=Q; (1.69)

p

Analogové schéma (parametry jsou bez prouzki)

ugts

wstup
Fain3

1

wistup wit)

Integrator k4 Integratori

A
Gain 0" Gaind

Frobeniova stavova reprezentace S, :(A.,b.,c7,d.)
Tato reprezentace je velmi ¢asto pouzivana z diavodu jednoduchého prechodu mezi vnéjSim a
vhitinim popisem LDS v ptipadech, kdy relativni fad systému je vétsi nebo roven 1.

1/ Matice dynamiky A. je shodna s matici dynamiky A, normalni formy pozorovatelnosti a
obsahuje opét parametry, které odpovidaji koeficientaim charakteristického polynomu
matice A: det(Al —A) =1"+a A" +..+al+a,

2/ Nedoché&zi-li u LDS k ptimému ovlivnéni vystupu y(t) vstupem u(t), t.zn., Ze ve vystupni
rovnici stavové reprezentace je d. = d = 0 (relativni ¥ad systému je vétsi nebo roven 1),
potom Ize dokézat, Ze koeficienty matice ¢ =[¢, T, -+ GT,] serovnaji pifmo
koeficientiam na pravé stran¢ odpovidgjici diferencidni rovnice
yO M) +a,, YT ) . a y(t) + 3 y(t) =b u™ () +b, u™P () +...+hu(t); m<n,
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(pti m=n-1: CT=h,T,=0h,.... ,C,=hb ;)
atedy i koeficientim polynomu v ¢itateli odpovidajici prenosové funkce.

Struktura matic stavového model u:

0 1 0 0
5:x)=AXO+But), ke A= O * | g-|°
=7 e =B 1

y(t) =T X(T) +d:u(t) ¢ =[cc - tcl. d. =d (1.70)

Do této struktury Ize transformovat jakykoliv 7iditelny systém S:(Ab,c’,d), pricemz
transformacni matici T urcime ze vztahu (1.63):

T=QQ"', T'=QQ" (1.71)
Analogové schéma (parametry jsou bez prouzkii)
- SRR ]
wystup Wit
" Fain3 Gaina 1 Faing
— j: F Y
SEa B
wstup a:: Inte g.ra‘to rl a:rz Integrator= v
Zain & ainz :. an ;
e e :
Pi#iklad 1.5.:
LDS je popsan diferencidni rovnici () + 0.4y(t) + 0.25y(t) = u(t) + 2u(t) .
Y(p) _ p+2

)

odpovidajici prenosova funkce je F = =
(odpovidaict je F(p) U(p) p*+04p+0.25

Urcete jeho stavovy popis ve Frobeniové stavoveé reprezentaci av normalni forme riditelnosti a pozorovatel nosti.

Regeni:
Relativni rad systému je 1, a proto koeficienty diferenciani rovnice piimo vystupuji ve Frobeniové normalni forme

S, K1) = AXD +bpu(), kdeAF{_CSZS _é_JbF{ﬂ, =2 1

y(t) = e x(t)

K Frobeniové formé uréime ekvivalentni nor malni for mu riditelnosti

S.: X(t)=AX(t)+bu(t), kde A :{? __%ﬂ b, {ﬂ, ¢/ =[c, c]=7

y(t) =T/ X(t)
Do této struktury |ze transformovat fiditelny systém S, transformacni matici T = Q.*, T~ = Q, (viz 1.67).

Matici C, :[C1 CZ] vypocteme ze vztahu T, :CZT_lzlef:[Z 1]{2 04}:[1 1.6].

Normalni for ma pozor ovatelnosti §pjeduélni k normalni formé fiditelnosti §f:

A=A, b, =cC, c =b'.
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2. PRENOSOVA FUNKCE SPOJITYCH LDS
Pro zavedeni pojmu pienosova funkce (prenos) spojitého linearniho dynamického systému
budeme potiebovat urcité znalosti z Laplaceovy transformace.

2.1. Laplaceova transfor mace

JestliZze néjaka funkce ¢asu f (t) vyhovuje podminkam:
o f(t) jejednoznatnaapo Usecich hladké v kaZzdém kone¢ném casovém intervalu
e f()=0 pro t <O

e f(t) jeexponencidniho r&du : j |f()e'dt <o prongjaké o, >0,
0

potom Laplaceova transformace f (t), formalng znagena F(p) = L{f (t)}, je definovana

F(p)= L{ f(t)} :j f(t)e™dt, kde pjekomplexniproménng, p=o+ jo (2.1)
obraz MJ 0

aexistuje vp takova, ze Rep> g, .

Zpétna Laplaceova transformace F (p), formalng znacena f (t) = L™{F(p)}, je definovana

L(L) = L‘l{i(rp)} :gljm F(p)e™dp = Zres F(p)e?, (Cauchyho véta) (2.2)

original

kde res F(p,) oznacujeresiduum F(p;) - hodnotu funkce komplexni proménné v polu p. .

obraz

Zakladni pravidla L - transformace

U L{a f,(t)+a,f,t)}=aF (p)+a,F,(p)  ....... (linearita - homogenita , aditivita)
L {aF (p)+a,F,(p)} =a,f,(t) +a,f,(t)

2/ L{f'(t)} = pF(p)- f(0%) ceeeirieiieeeieneniee. (Obraz casové derivace funkce)
L{FO @)= pF(p) =Y P FO07) e (obraz k-té Sasové derivace funkce)
=
‘ 1
3/ L{jf(‘f)dr}:—F(p) (obraz integrélu funkce)
p
0
4/ Itingf(t)zlim PE(P) i (limitni véta o pocétesni hodnote)
— p—w
5/ !imf(t)zlingpF(p) ceetereeinneiine e neniee e e (limitni véta o konesné hodnoté, exigtuje-li )
0 p—
6/ L{f(lj}:aF(ap), a>0 ..........coeevneenenn . (obraz funkcee pii zmene casového mefitka)
a
7/ L{f(t—r)}:e'pTF(p) et ttrreiieeeieeenieeene ... (Obraz dasové posunuté funkee, dopravni zpozdeni)
8/ L{e‘a‘f(t)}:F(p+a) et errttieteieaniene e neeeee.. (Obraz exponencidng tlumené funkce)
K
of L{tkf(t)}:(—l)k%F(p) (obraz funkce nasobené mocninou ¢asu)
Y

10/ L{

O t—38

f, (1) fz(t—r)dr} =F(p)F,(pP)....ccosvvvvveenn.. (obraz konvoluce &asovych funkci)
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LHFR(PF(P)) = [ f,0) ot —)de

11/ L{fl(t) fz(t)} = %§ F.(9)F,(p—0q)dqg............ (obraz soucinu &asovych funkci, p,q komplexni
G

proménné, kiivka G obepina vsechny pdly )

Jednoduché priklady:
1

i - pt __i g Pt *_2
o L) = [ e =—[e" ] =

b/ L{e—at } — Te—ate— ptdt — Te—(p+a)t dt — _i |:e—(p+al)t]zQ — i

5 5 p+a p+a
c/ L{ge_t} = pi—lime_t :L—lz—i (obraz ¢asové derivace funkce, pravidlo &.2)
dt p+1 t0 p+1 p+1
jot _ N—jat 0 ) )
d/ L{Slna)t}zL l :i-j[e—(D—J(u)t_e—(D+J(u)t}jt:i- 1 _ 1 _ 20) .
2] 2% 2j\p-jo p+ijo P +w
g L2 A L) Ll gl Ll e gen
p+1 p+3 p+1 p+3
. . . T p+11
f/ Urcete limy(t) a limy(t), jeli dano Y(p) = —1
t—>w t—0 p+2p
limy@) = limpY(p) =limpP 2L =L limyc) = lim py(p) = lim p P21 _q
t—w p—0 p—0 p_|_2 p 2 t—0 p—® p—® p+2 p

2.2. Pirenosové funkce, zdkladni pojmy, rozklad na parciéni zZiomky

Prenosova funkce F(p), podobné jako lineérni diferencialni rovnice s konstantnimi parametry,
jsou parametrickymi modely vnejSiho popisu spojitych lineérnich t-invariantnich dynamickych
systémii a nezavisi tedy na vnitinich proménnych systému, resp. na stavové reprezentaci LDS.

Prrenosova funkce F (p) spojitého LDSje funkci komplexni promenné p a je definovana
s pouztim Laplaceovy transformace ¢asovych funkci jako pomer Laplaceovych obrazi vystupni
veliciny Y (p) a vstupni velicinyU (p) p7/i nulovych pocatecnich podminkach (n.p.p.):
Lyy(t
F(p) = LYO)
Liu();}

:w 23
n.p.p. U(p) ( ' )

Pro zavedeni prenosové funkce existuji v podstate dva racionalni diivody:
a/ Laplaceovou transformaci ¢asovych funkci dostavame funkce komplexni proménné,
diferencidni rovnice prechézeji na jednodusSi polynomiélni rovnice a dostdvame se tak
z ¢asové oblasti do algebraické. Problémy analyzy a syntézy |ze ¢asto snaze vyiesit
v algebraické oblasti a feSeni v ¢asove oblasti |ze ziskat zpétnou L aplaceovou transformaci.
b/ Za predpokladu informachich vazeb mezi subsystémy Ize pomoci jednoduchych pravidel tzv.
»algebry blokovych schémat” snadno zjednodusit pienosové funkce slozZitych systémi a
naopak, vytvéret prenosové funkce slozitych systémua z pienosovych funkci subsystémd.

Ze stavového modelu LDS Ize urcit F(p) aplikaci L —transformace na stavovou a vystupni
rovnici a vylou¢enim Laplaceova obrazu stavové promeénné X (p) z obou rovnic.

33




Z linearni diferencidlni rovnice Ize ur¢it F(p) primou aplikaci L —transformace.

Prenosovou funkci definujeme pri  nulovych pocatecnich podminkach systému z divodu
jednoznacnosti prirazeni vstupni a vystupni veliciny.

Ureni pirenosové funkce z daného stavového modelu
Jak jiz jsme uvedli na za¢étku 2. kapitoly, z daného stavového modelu LDS

S X(t) = Ax(t) + bu(t) ; X(t,)=% , X(t)eR", u(t),yt)e R (2.4)
y(t) = c" x(t) + du(t)

Ize ur¢it prenosovou funkci F(p) aplikaci L —transformace na stavovou a vystupni rovnici a

vylou¢enim Laplaceova obrazu stavové promeénné X (p) z obou rovnic, pii respektovéani

nulovych poc¢étecnich podminek.
L —transformaci stavové a vystupni rovnice dostaneme
PX(P) =X, = AX(p)+bU(p) ,  Y(p)=c"X(p)+dU(p)

Upravime stavovou rovnici a vyjadiime X (p)
(Pl —A)X(p)=x%,+bU(p) = X(p)=(pl —A)"x, +(pl - A)*bU(p)

Po dosazeni za X (p) do vystupni rovnice dostavame
Y(p)=c'(pl =A) "%, +c" (pl = A)"bU(p)+dU(p)
apti nulovych poc¢étecnich podminkéach uré¢ime prenosovou funkci jako polynomialni zlomek
Fm =Y vl - mytprd <SP =ATD _ B(p) (2.5)
U(p)|™"" det(pl - A) a(p)
a(p) = det(pl — A) ... charakteristicky polynom, sta(p) =n
b(p) = c"(pl — A" b+ddet(pl —A) ... polynom v &itateli prenosu

Pro d =0 je sth(p)<sta(p) — striktné ryzi pifenosova funkce (relativni rad >1)
Prod =0 je sth(p)= sta(p)=n — ryz pienosova funkce (relativni iad = 0)

Pozméamka: V pripade, Ze stavovy moded bude popisovat LDS s vice vstupy a vice vystupy (vicerozmerovy systém,
MIMO systém), dostaneme z (2.5) matici pfenosovych funkci.

Uréeni pifenosove funkce z dané diferencialni rovnice

Predpokladejme, Ze spojity LDS je popsan linearni diferencidlni rovnici

yO ) +a, YT ) .+ ay(t) + 3 y(t) =b u™ () +b, u™P () +...+But); m < n (2.6)
a predpokladejme nulové pocatecni podminky. Pouzitim L —transformaci dostaneme

(p"+a,,p"" +..+ap+ay)Y(p) = (b,p" +b,, p" +...+ b p+by)U(p) (27)
a odtud prenosovou funkci
m m-1
F(p) = Y(p) nlplp.:bmpn) +bm_1np_1 +..+bp+b, _ b(p); . 2.8)
U(p) p'+a, ,p T +..+tap+a, a(p)
Formy zapisu pirenosové funkce, zakladni pojmy
Obecny tvar prenosové funkce je polynomiélni zlomek
m m-1
F(p): Y(p) _ bmp +bm—1p +"'+b1p+b0 = b(p) m S n (29)

U(p) p"+a,,p" +..+ap+a, ap)’
kde koreny polynomu b(p) v ¢itateli prenosu oznacujeme jako nuly p/enosu n;, j = 1,....m

akoteny polynomu a(p) ve jmenovateli prenosu oznadujeme jako poly pr/enosu p,,i=1,...n.
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Prenosovou funkci (2.9) Ize zapsat ve tvaru souc¢inu korenovych ¢initela
b T(p-n,
F(p)= TP _Bu(P=n)(P—1,).(P—1Ww) _ mnlj_!(p v b (2.10)
U(p) (p_ pl)(p_pz)----(p_pn) H(p_ p) a(p)

Poly i nuly v prenosové funkci mohou byt realné, ryze imaginérni ¢ komplexné sdruzené
a také jednoduché ¢i nasobné.

Pokud jsou redlné c¢asti poli resp. nul zaporné, jednd se o stabilni pdly resp. stabilni nuly.
Jestlize prenosova funkce ma realné stabilni pdly a nuly, definujeme jgich zaporné vzaté

prrevracené hodnoty jako ¢asové konstanty T. :—i, i=L..n 1= —ni, j=1,..m
i i
a prenosovou funkci (2.9) |ze zapsat ve tvaru
1_[(1j p+1)
_Y(P) _by(mp+1L)E,p+D)...cP+D) by _ b(p)

F(p) = = — :
D= U(p) " aMp TP+ DT, p+D % @ pry AP

i=1

m < n (2.11)

kde podil koeficienta b,/ a, predstavuje tzv. staticke zesileni systému (viz 3. kapitola).

Pomamka: Pocet pdlii s nulovou hodnotou v prenosové funkci urcuje tzv. stupersi astatismu (pocet integréatorii).

Y(p)  3p*+15p+18
U(p) 2p3+20p2+58p+40
nuly: -2,-3 a poly: -1, -4, -5. Vyjédiete prenosovou funkci pomoci nul a pdlt a pomoci ¢asovych konstant.

Priklad 2.1.: LDSje popsan prenosovou funkei F(p) = , kterama

Reseni:

F(p_ (P _3_ (p+2(p+9

U(p) 2(p+D(p+H(p+5)

Statické zesileni K = 18/40.

_Y(p) 18  (05p+1)(0.33p+1)
“U(p) 40(p+1)(0.25p+1)(0.2p+1)

F(p)

Rozklad racionalni polynomialni funkce na parcialni 2omky
Prenosovéa funkce F(p)je z matematického hlediska raciondni polynomiani funkce, zkrécené

polynomiélni zlomek. Polynomi&nim zlomkem je ale také napi. Laplaceiv obraz Y (p) vystupni
odezvy y(t) systému na znamy vstupni signdl u(t), protoZe Laplaceiv obraz U (p) = L{u(t)} je
obecné rovnéz polynomidnim zlomkema Y (p) = F(p)U(p).

Chceme-li ur¢it pro sloZitgjsi polynomiani zlomky zpétnou Laplaceovou transformaci  ¢asovy
origind y(t) = L™{Y(p)} nebo g(t) = L™ {F(p)}, (g(t) oznatuje impulsni funkci systému — viz 3.
kapitola), Ize ulohu zjednodusit rozkladem polynomialniho zlomku na parcialni zlomky, ke
kterym lze jiZ snadno ur¢it ¢asové origindly.

Rozklad na parcidni zZlomky budeme demonstrovat na rozkladu prenosové funkce F (p).
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Principialné mohou nastat 3 piipady:
1/ Nenasobnérealné pdly F(p)
Rozklad F(p):

F( ): Y(p) — b(p) — b(p) — r1 + r2 + .+ rn S ri (212)

Up) a(p) 17.._ P-p, P-P, p-p, T P-P
[Ir-p

kde r, jsouresdua F(p) vpdlech p, i=1,...n

Vypocet residui:
F(p)(p-p) = rl(p_pi)+r2(p_pi)+“.+ri(p_ pi)+m+rn(p—pi) N
P—p P-Dp; P—-p pP-p,
r=lim[F(p)(p-p)]. i =1...n 25
pP—>p

Zpétna Laplaceova transformace F(p) - uréeni ¢asového originadlu (impulsni funkce g(t)):

g(t) = L*{F(p)}= L‘l{iﬁ} -y L‘l{ﬁ} _ Zn:rie“‘ (2.14)

i=1 i=1

2/ Néasobné pdly F(p)
Uvazujme pro jednoduchost pouze k-nasobny pol p; .
Rozklad F(p):

Y(p) b(p) b(p) r, r, “r, S
F(p) = _2AP) _ - . 2.15
e U(p) a(p) (p-p) p-p (p-p)2  (p-p) ;(p—pl)‘ 8

Vypocet rezidua 'r, ( j-té residuum k-nasobného polu p,):

T d*’ ) .
= ggg{(k ),dk,[ (P)(P-p) ]}, j=1..k (2.16)

Zpétna Laplaceova transformace F (p) - uréeni ¢asového origindlu (impulsni funkce g(t)):

g(t)=L‘1{F(p)}=L‘1{Zk‘,Lj}= k L‘l{ i j}ZZ(—l)"‘lﬁti-lepﬂ (2.17)

Z(pP-p) (pP—p) -1

Dukaz ( pravidlo ¢.9)

L{tkf(t)}:(—l)k(;j—ka(p): Lite™ = (-1)* ( L ] (-2)" K

P-—p, (p_ pl)k+1

-1 (J 1)! "y .
( ) — apo zpétné transformaci a Upravé (2.17).

Po substituci K = j —1 dostaneme L{tj‘lepl‘} ( X
P—P

3/ Komplexné sdruZené poly F(p)
Uvazujme pro jednoduchost pouze jednu dvojici komplexné sdruzenych polii p,, =+ jf
Rozklad F(p):

b(p) b(p) " A
F = = = = 2.18
(P = D) " (=az i) p-arip) paif Parip Zp-p ©W

kde residua jsou rovnéz komplexné sdruzenacislar,, =y £ jp..
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Vypodcet residui (stejny jako u pifipadu adl)):

= im[F(p)(p-p)], i=12 (219)

Zpétna Laplaceova transformace F(p) - uréeni ¢asového originadlu (impulsni funkce g(t)):

i=1

2 2
9) = L*{F (p)} Z“l{ ip} Dre =y +ip)e 4y - jp)e ! =
i=1

=" [}/(e'ﬁt +e‘”3‘)+ jp(ejﬁt _e—jﬁt):| _ et [}/ COSBt—pSinBt] _

= 2|/y? + p*e™ [cosBtcosp —sin Btsing | = 2\/y* + p®e* cos( Bt +¢) (2.20)

Poznamka: V predchozim vztahu jsme provedli Upravu, kterd prevadi res duum (komplexni ¢idlo) na polarni tvar.
Redlna aimaginarni ¢ast je potom dana vztahy vy = \/yz + p2 Cosp, p = \/;/2 + p2 sne, = arctgﬂ .
14

V obecném piipadé muze polynomidni zlomek obsahovat libovolnou kombinaci péla a je tedy
nutné provést kombinaci rozkladi, vypodtu residui a zpétnych transformaci.

Priklad 2.2: Urcete zpetnou Laplaceovu transformaci prenosové funkce (impulsni funkci g(t))

Y(p)  7p®+18p+15 , _ |
F = = ' | i: —3’ _1i 2 +
(P U(p) p°+5p®+11p+15 poly P j2 (e jpB)

Regent:

F (p) nema nasobné pdly, a proto provedeme jednoduchy rozklad na parciélni zlomky:
7p® +18p+15 r r 3

F(p) = L, 3t

(p+3)(p+1-2)(p+1+id p+3 p+i-j2 p- 1+J .1|O—I0.
Residua vypocteme zevztahu I = |lim [F(p)(p— pi)], i=123:
P>

n=3, h=yxjp=2%]jl (viz Matlab: residue)

Dosadime do rozkladu:
2 . I
F(p)= [4°) +1§p+15 _ 3 N 2+j- N 2 j-
(p+3)(p+1-j2(p+1+j2) p+3 p+1-j2 p-1+j2
Zpétna transformace:

gt) =L {F(p)} =3 +2\y*+p*e” cos(Bt+¢p)=3" + 2/5e cos( 2t +0.464)

2.3. Algebra blokovych schémat

Jak jsme uvedli v Gvodu 2. kapitoly, za piedpokladu informachich vazeb mezi subsystémy lze
pomoci jednoduchych pravidel tzv. ,algebry blokovych schémat” snadno zjednodusit pienosové
funkce sloZitych systémi a naopak, vytvéret prenosové funkce slozitych systémi z prenosovych
funkci jednoduchych subsystémi. V dalSim uvedeme z&kladni typy vazeb mezi subsystémy,
souvislosti sur¢ovanim pienosovych funkci provazbenych subsystémi a nekolik daleZitych
strukturdnich pravidel.

Sériové spojeni subsystémii

Us Y1=U, Y2 Un \z Uy Yn
R | R | Y2 Fa(p) - F(p)
Pri sériovém spojeni plati: Y, . (p)=F,. (p)U,.(p) pticemz U, . (p)=Y,,.; i =1,...n-1
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Celkovy pienos F(p) pii sériovém spojeni je roven soucinu dil¢ich prenosi

_ P __ Y Vo1 N “TTE
PO =0 U oy U oy, o - PR RE=]]RE @2

Paralelni spojeni subsystémii

» R >
UL Y1
u Y
F(p)
> Fa(p) > z = —p L
— Uz Yz _>
u Y
> Fa(p) >
U, Yo
n
Pri paralelnim spojeni plati: Y=)>Y, a U=U,=U,=..=U,

Celkovy pienosF (p) pri paralelnim spojeni je roven souctu dil¢ich pienosi

Fp =Bl bl bR R R =2RE) (@2

Up U U U

Zpétnovazebni spojeni subsystémii

U Y
Fi(p) U Y
F(p)
= —> —»
F(p)

Plati: Y(p)=F,(p)U(p)FF,(p)Y(p)] = [L=F (p)F,(pN(p)=F(pU(p) =

+l

Celkovy prenosF (p)pri zpétnovazebnim spojeni ma v citateli prenos ,piimé vétve* a ve
jmenovateli je k jedni¢ce pricten resp. odecten prenos , oteviené smycky* v zavislosti natom,
je-li zpétné vazba zaporna resp. kladna

_Y(p) _ F(p)
" =0 T IER(DR®) o

Zakladni struktura regulatniho obvodu obvykle predpoklada jednotkovou zpétnou vazbu

A 4

Fs(p)

w Fr(p)

v
<

Prenos regulatoru Prenostizeného systému

Celkovy prenos tohoto regula¢niho obvodu se zapornou zpétnou vazbou je

V() Fo(PFa(D)
)= W(p) ~ 1+ Fe(P)Fa(P) e
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Prenos oteviene regulacni smycky je F,(p) = Fs(p)Fx(p) -

Premisténi pirenosové funkce F(p) PRED a ZA souctovy uzel

S F

Premisténi prenosové funkce F(p) PRED souctovy uzel:
Prenosovéa funkce prechézi nezménéna do ,, prichozich* vétvi T
sougtového uzlu. S

—> F — F >
S S
S
S F‘l S
Premisténi prenosové funkce F(p) ZA souctovy ¢&len:

Prenosova funkce prechazi nezménéna do ,,odchozi* vétve T
ajako inverzni do , pichozi* vétve souc¢tového uzlu.

V blokovém schéma se vedle souétovych uzli mohou jesté vyskytnout rozvetvovaci body, které
je nékdy vhodné piremistit.

Piremisténi rozvétvovaciho bodu PRED a ZA souctovy uzel.

Ekvivalentni struktury jsou znézornény na obrazcich a ponechdvdme na ¢tendri ovéreni jejich
platnosti:

S —» S3 N S S
- $
S5 |

) 4

S S
ST 3 S 4>®7—>53
- A
s - -
S < <
S
S

Souctoveé uzly je mozno sdruzovat i rozdruZovat:
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Priklad 2.3.: Zjednoduste blokové schéma a uréete celkovy pirenos!
Fap) %_'
F F >

2AP) 3(P) Y(p)

Redeni:  Prenosovou funkci F(p) piemistime pited souctovy uzel , oba uzly nejprve sdruzime a opét rozdruzime:

y

4

) 4

Up) — k)

> F4(p)
Up —  Fup > FAp) Fs(p) > o
Fop) [«
Pro uréeni celkového prenosu pouzijeme pravidia o sériovém, paraelnim a zpétnovazebnim spojeni:
E o)=Y e (0 + Fu(p)—2 P _ FF(DFR(P) + F(p)Fy(P)F(P)
U(p) 1+ F,(p)Fs(p) 1+ F,(p)Fs(p)

Priklad 2.4.: Zjednoduste blokové schéma a uréete celkovy pirenos!

U(p) Fi(p) > Fs(p) > Y(p)

F2(p) Fap) |

ReSeni:  Prenosovou funkci Fo(p) premistime za souctovy uzel a odstranime vnitini zpétnovazebni smycku:

—P 1/ F2 F1F2 > F3

v

F1F2F3
Up —* 1R 1+ FF, > Y(p)

Fa <
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Pro uréeni celkového pirenosu pouzijeme pravidla o sériovém zpétnovazebnim spojeni:

F.(P)F,(P)Fs(P)
F(py =) _ 1 1+ F (p)F(P), _ F.(P)F5(P)
U(p) Fy(p) 1, R(PF(PF(PIF(P) 1+ F (p)F,(p)+ F.(P)F,(P)F:(P)F,(P)
1+ F(p)F,(p)

2.4. Pienosové funkce elementarnich ¢lena

Z hlediska modelovani |ze pohliZzet na obecnou pirenosovou funkci jako na prenosovou funkci,
kterd vznikla v disledku provazbeni jednoduchych subsystémi - elementarnich cleni -
informa¢nimi vazbami, a tedy pripustnymi operacemi mezi jejich prenosovymi funkcemi.
Prenosové funkce elementérnich ¢leni povaZzujeme za dale nerozlozitelné.

Elementéarni ¢leny, vnéj§i popis a zjednoduSeny priklad jgich praktické realizace:
1/ Bezsetrvacny (proporcionélni) ¢len

y(®) = ku(®) zesilovas: u—» k —»
Y(p) _ /
F(p) = -
U ( ) dvouramenné paka: l T
PAN
hydraulicky zesilovag: l T
2/ Integrator

t
y(t) = { u(r)dr; np.p. pﬁtok(g:giij?gk%?nédobyz —‘ l u

y(t) = u(t)
pY(p)=U(p) .

Y(p) 1
AT

3/ Derivator

y(t) =u(t)
Y(p)=pu(p e
Y(p)

F(p)=m= p

4/ Aperiodicky c¢len 1. /adu

TV + () = u®) L
(TR+)Y(P) =U(p) l oL l y
Fp) B 1 v -

U(p) Tp-1

T = RC je ¢asova konstanta
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5/ Kmitavy ¢len 2. /adu (ryze imaginarni ¢i komplexné sdruzené pdly)

T2YO+ Ty +y® =u(t); T, <2T, -
nebo v interpretovatel néjsim tvaru RLC dlent — R OV
Y(t) + 20, Y1) + 07 Y(1) = 07u(t) ; cen
C —
(P + 26w, p+o?)Y(P)=02U(p) u l - l y
Y w?

F(P) =g =g

P P nP n Omezeni zaruguji existenci komplexnich pdla. Pri rednych
kde & jereativni cinitel tlumeni, & €[0,1) pélech by byl pienos rozloZitelny na dva aperiodické cleny!

@,, je netlumena frekvence systému

6/ Dopravni zpozdeni

y(t) :U(t—Td) Pasovy dopravnik: u ! y
Y(p)=€e"U(p) T
Y(P) o o
F(p) = _\P) _ gp | |
(p) U(p) e m/\_/?'_\_)\

T 4 je ¢asova konstanta dopravniho zpozdeni

2.5. Souvidosti mezi modely vnitiniho a vnéjSiho popisu LDS
V 1. kapitole jsme ukazali, Ze fyzikalni model redlného dynamického systému |ze obvykle popsat
vnéjSim modelem v podobé soustavy linearnich ¢i nelinearnich diferencidlnich rovnic obecné
vysSiho tédu.

Prevedenim diferencidnich rovnic vysSiho #&du na soustavu diferencidlnich rovnic 1. ¥&du jsme
ziskali vnitini model popisu jako stavovy model dynamického systému sfyzikang
interpretovatelnymi vnittnimi - stavovymi proménnymi.

Dale jsme ukézali, Ze pro Ucely modelovani mize byt vyhodné urcit k dané stavoveé reprezentaci
ekvivalentni stavové reprezentace se stejnym modelem vnéjSiho popisu.

Zpétny piechod od stavové reprezentace k diferencialni rovnici jsme uskutecnili postupnou
derivaci vystupni rovnice pri sou¢asném respektovani stavovych rovnic systému.

Ve 2. kapitole jsme zavedli ptenosovou funkci jako alternativni model vnéjsiho popisu lineérnich
¢i linearizovanych dynamickych systémi.

K dané diferencidni rovnici lze prenosovou funkci ur¢it piimou aplikaci Laplaceovy
transformace na vstupni a vystupni proménnou pii nulovych poc¢étecnich podminkéach.

Zpétny piechod od pienosové funkce k diferencialni rovnici je uréen zpétnou Laplaceovou
transformaci L-obrazt vstupni a vystupni veli¢iny.

K dané stavové reprezentaci LDS |ze prenosovou funkci urgit Laplaceovou transformaci stavové
a vystupni rovnice pri nulovych pocéecnich podminkéach vylou¢enim vnitinich, stavovych
proménnych.

Pro zpétny piechod od prenosové funkce ke stavovému modelu jsme uvedli, Ze Ize svyhodou
pouZzit prevod do Frobeniovy normélni formy.
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Rekapitulaci souvislosti mezi modely vnit/niho a vnéjSiho popisu znézoriuje naddedujici schéma;

Derivace vystupni rovnice
pfi respektovani stavovych rovnic

Stavovy model

L-transformace stavové a vystupni
rovnice,
vylouéeni vnittnich proménnych

ekvivalentni reprezentace

Prevod na Frobeniovu normalni formu /I

Prevod na soustavu n diferencidnich rovnic 1. fadu,
volba stavovych proménnych

Diferencidlni L -transformace, nulové pocatecni podminky Prenosova
rovnice funkce
(n-tého tadu) [ —
Zpétna L-transformace

Souvislosti stavového modelu a pienosové funkce LDS:

Zavedenim prrenosové funkce jsme predli zcasové oblasti do algebraické a za cenu
ziednoduSeni  nekterych Uloh analyzy jsme ponékud ztratili fyzikalni ndhled na analyzu
viastnosti systémi, vyplyvajicich z 7eSeni stavové rovnice.

Objevily se nové pojmy jako nuly a pdly systému, soudélnost a nesoudelnost polynonmi,
ryzi a striktne ryzi prenosova funkce apod.

Sabilita ¢i nestabilita viastnich ¢isel matice dynamiky odpovida stabilite ¢i nestabilite
poli, 7&d systému je dan stupnem charakteristického polynomu matice dynamiky a
odpovida stupni polynomu ve jmenovateli prenosoveé funkce. Relativni 7ad systému je dan
rozdilem stuprizi polynomu ve jmenovateli a citateli prenosu a také prvnim nenulovym
Markovskym parametrem, vyznam stabilnich ¢ nestabilnich nul ale jiz tak prihledny
neni.

Riditelnost, pozorovatelnost a dali viastnosti byly veét&inou vazany na stavovy popis a pri
vnejSim popisu ztraci vyznam. V této souvidosti je viak dilezité s uvedomit, Ze pokud je
systém riditelny a pozorovatelny, jedna se o minimalni realizaci systému, charakteristicky
polynom je minimalniho stupne a v odpovidajici prenosoveé funkci nemiiZe dojit ke kraceni
polii systému oproti nuldm systému. Je-li vSak prenosova funkce urcena pro systém, ktery
je nerfiditelny a/nebo nepozorovatelny, musi nutné ke kraceni nul a poli v prenosové
funkci dojit.

Na zavér ukazeme na konkrétnim piikladu prakticky postup pii uréovani prenosové funkce ze
zndmého stavového modelu (mohli bychom tak odvodit pienosy vSech linedrnich a
linearizovanych modela redlnych systéma uvedenych v 1. kapitole).

Vedruhém prikladu uk&Zeme naopak postup, jak urcit stavovou reprezentaci v normalni
Frobeniové formeé pro obecny tvar prenosové funkce.

Priklad 2.5:
Pouiijte jiZz odvozeny stavovy model stefnosmérného motoru 7izeného do kotvy (1.14. -1.16) a urcete prenosovou

funkci pro pripad, Ze vstupem U(t) je napeti na kotve U, (t) a vystupem Y(t) bude
a/ thlova rychlost otaceni @ (t) [rad/sec] b/ thel natoceni hidele motoru ¢(t) [rad]!
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Regent:
a/ MiZeme pouzit odvozeny maticovy tvar stavového modelu (1.15)

Rk 1
n (O _| L L[ xO| | . _ % (t)
S(Abc’): L(z(t)}_ W b {xz(t)}_ L(;< Uy () ; y(t)=[0 1].{)(2('[)}
J J

a urcit prenosovou funkci ze zndmého vztahu

F(p) = j)((rg) =c'(pl —-A) b= ...

Z duvodu ilustrativnosti vSak pouzijeme postupné odvozeni pienosové funkce ze stavovych rovnic (1.14):

LD R 0=u0-ko 199 bom =k,i,0; D=0

Respektujme v rovnicich volbu stavovych proménnych: X, (t) =i, (t), X,(t) = o(t), X;(t) =o(t)

a piipomeiime, Ze vstupni veliginou je U, (t) avystupni velicinou a(t).

Po Laplaceové transformaci dostavdme stavové rovnice ve tvaru:

(Le P+ R)i (p) =u (p) —k.o(p); (Ip+b)o(p) =kyi (P); pe(p)=aw(p)

Vylougenim vnitini proménné i, () z prvych dvou rovnic dostdvame po Uprave hledanou prenosovou funkei
F(p) = o(p) _ Ky
Ue(P)  (Jp+b)(Ly P+ R )+ koK,

Poznamengime, Ze hodnoty parametri realnych motori jsou takové, Ze tato pienosova funkce mavzdy realné pdly a
pienosovou funkci 1ze model ové povaZzovat za sériové spojeni dvou aperiodickych ¢lend 1. fadu:

F(p) =) _ Ky _ k

U (p) (p+b)(Lep+R)+kk,  (pT,+D(pT,+1)

b/ Bude-li dedovanym vystupem Uhel natoceni , odvozeni je anal ogické stim, Ze nyni uvazujeme vSechny ti
rovnice, ze kterych je nutné vylougit vnitini promenné i (P) a o (p)-.
Prenosova funkce maoprati predchozimu piipadu navic astatismus prvniho stupné:

F(p) - 2D Ky L k

Uc(p)  PIEP+B)(Le p+R) +kkyl 7 p(pT, +1)(pT, +1)

Priklad 2.6.: Urcete stavovou reprezentaci ve Frobeniove tvaru pro prenosovou funkci
F(p)= 1P _ 2p* +4p+5 _ b(p)
U(p) p°+05p+2 a(p)

Regeni:
b

Prenosova funkce F(p) = % je ryzi (rdativni ¥&d = 0) a vystupni rovnice stavové reprezentace musi mit
a(p

d =0, viz(25).

Pro ptimé uréeni parametrtt matic ve Frobeniové stavové reprezentaci je nutné nejprve provest rozklad

F(p =20 L p(p) B0, g, g B

a(p) 20 +d, = jesriktnéryzi a s b(p)= s b(p)-1:



_Y(p) _2p*+4p+5 _b(p) _b(p), ,_ bp+hy

F(p) = - - - -
(P) U(p) p°+05p+2 a(p) a(p) p>+05p+2

Koeficienty polynomu v ¢itateli striktné ryzi prenosove funkce a souc¢asné i parametr d uréime porovnénim citatela
2p*+4p+5=bp+b,+dp® +05dp+2d = b =3, by=1, d=2

Dostavéame
Y(p)  2p°’+4p+5  3p+1 N
U(p) p°+05p+2 p°>+05p+2

F(p) =

anyni jiz mizeme piimo zapsat stavovou reprezentaci systému v Frobeniové tvaru:

x®) |0 1 ||x@®] |0
S Lzz (t)} B L 2 _ 0.5L2 (t)} " M“(t)

Xl(tq

t)=|1 3 +2u(t
ORIl REX0
Poznamka:

Pokud je prenosova funkce striktné ryzi (relativni ¥a4d je >1), parametry Frobeniovy reprezentace odpovidaji
znamym zpisobem pifmo koeficientiim polynomi pienosové funkce.
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3. DYNAMICKE ODEZVY LDS

V piedchozich dvou kapitolach jsme se vénovali matematickému popisu dynamickych systémi a
ukézali jsme, Ze dynamické chovéani linearniho systému je explicitne dano bud’ modelem
vhittniho nebo vnejSiho popisu. V téo kapitole se zametime naimplicitni zpasob zji&eni chovani
a vlastnosti dynamického systému prostiednictvim analyzy jeho dynamickych odezev.
Dynamickou odezvou rozumime c¢asove promenné chovani stavovych promennych nebo vystupu
systému, kterym systém reaguje na pocatecni podminky a/nebo na vstupni signél.

Jak uvidime déle, dynamické odezvy ndm mohou napf. poskytnout postacujici informaci o
neznamém systému, pro ktery navrhujeme regulétor, ae také informaci o tom, zda regulator byl
Uspedne navrZen a regulovand velicina sleduje poZzadovany typ referenéniho signdlu s minimalni
odchylkou.

Obecné je prirozené mozné analyzovat odezvu systému ¢i regulacniho obvodu na libovolny
vstupni (testovaci) signél, avSak teoretické i praktické davody nés vedou k omezeni mnozZiny
testovacich signdlt. Ve vétsing pripada vystacime s nékolika zakladnimi typy signéli:

1/ Jednotkovy impuls ( Diraciiv impuls)
u(t) =5(t) S(t): S(t)=0 Vt,t=0, ja(t)dtzl

U(p)=L{5(1)}=1 (31)
Diractv impuls je fyzikdln¢ nerealizovatelny, |ze jej aproximovat napi. obdélnikovym pulsem
qt): qt)=1/t proft| < /2, q(t)=0 pro|t| > /2, ktery pro t — O limitujek 5(t).

V dalSim uvidime, Ze Diractv impuls hragje dualezitou roli v analyze systémi, protoZe odezva
LDS na Diracav impuls je impulsni funkce systému g(t). Jgi Laplaceiv obraz je prenosova
funkce systému L{g(t)}= F(p) a impulsni funkce je také soucasti konvolutorniho integralu,
ktery |ze pouzit pro vypocet odezvy systému na libovolny vstupni signél:

t

¥ = [ g(t-o)u(z)dz

Na druhé stran¢ s pouZzitim Diracova pulsu jako referen¢niho signalu, ktery by meél byt piresné
sledovan regulovanou veli¢inou v navrZeném regulacnim obvodu, se v praxi nesetkame.

2/ Jednotkovy skok
u(t) =1lt] ut): u(t)=0 pro t<0; u(t)=1 prot > 0

U(p)=L{ t]}=% (32)

Jednotkovy skok je jednoduSe realizovatelny (sepnuti spinace). Odezva LDS na jednotkovy skok
je prechodova funkce systému h(t), kterd poskytuje dobrou predstavu 0 chovani a vlastnostech
systému.

Jednotkovy skok resp. po ¢astech konstantni funkce je také ¢astym typem testovaciho signdlu pro
navrZzeny regulacni obvod, nebot’ regulace na konstantni hodnotu resp. sledovani po ¢astech
konstantniho signalu je ¢astou regulacni tlohou.

3/ Funkce linearne rostouci s casem (rampova funkce)
uit)=kt ; K ... konstanta

U(p) = Likt}- pﬁ (33

Funkce linedrné rostouci scasem byva poZadovanym typem referenéniho signdlu, ktery ma

regulovana veli¢ina sledovat (napt. regulace pozadovaného naristu teploty v peci, sledovani
objektu pohybujiciho se konstantni rychlosti a pod.).
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3/ Harmonicky signal
u(t) = Asin a)ot ;  A...amplituda harmonického signélu, o, ...Uhlovarychlost [rad /sec]

U(p)=A

(3.4)
p? +o

Odezva na harmonlcky signdl je z&kladem frekvencniho pristupu k analyze i syntéze
dynamickych systému.

3.1. Casovéodezvy LDS pfi vnitinim a vnéj&m popisu
Uvazujme stavovy model lineédrniho t -invariantniho dynamického systému n-tého iadu (SISO)

S: X(t) = Ax(t) + bu(t) ; X(t,) =%, , X(t) e R", u(t), y(t) e R*
y(t) = c"x(t) + du(t) (3.5)
kterému odpovida (pti nulovych pocétesnich podminkéch) pienosova funkce F ( p)
Y(p) T 4 c'(pl -A*b _b(p)
F(p) = = | - A = =— 36
(p) U(p)|™*® c (pl-A)"b+d= det(pl - A) +d a(p) (3.6)

Uved’me nejprve principidni moZnosti vypoctu odezev LDS pri vnitinim popisu systému.
Stavova resp. vystupni odezva systému na zndmé pocaecni podminky a/nebo na znamy vstupni
signél jsou dany:

t
feSenim stavovérovnice (1) = e*"x(t,) + [ X bu(r)dr (3.7)
fo
t
resp. vystupni rovnice yt)= ceMx(,) + j c' e bu(r)dr + du(t) (3.8)
%/—J
odezva— pri—nulovém-vstupu fo

odezva— pri—nulovych— pocatecnich— podminkach

nebo zp&tnou L aplaceovou transformaci  x(t) = L‘l{[( pl -A)" x(O)J +[( pl — A) "bU ( p)}}
y(t) =L {Y(p)}
Jako priklad vypoctu odezvy pii vnittnim popisu uréime impulsni odezvu systému g(t), kteraje

definovéna jako odezva systému na jednotkovy (Diractiv) impuls pii nulovych pocéatecnich
podminkéch. Po dosazeni 6 (t) do (3.8) za vstupni signdl dostdvame impulsni funkci vyjéadienou

pomoci matic A b,c’,d stavové reprezentace systému:
g(t) =c'e™b+ds(t) (3.9

Pri vnéj Sim popisu LDS pirenosovou funkci F(p) Ize vypocitat vystupni odezvu y(t) na
znédmy vstupni signél u(t):
a/ zpétnou Laplaceovou transformaci jejiho obrazu Y (p),

coZ je polynomidlni zlomek, ktery |ze rozloZit na parciél ni zlomky

yt) =L {Y(p)} =L {F(pU(p)} = Zfept, (3.10)

ar, jsouresiduafunkce Y(p) v polech p; n resp. n, je pocet pola F(p) resp. U(p)
b/ pouztim konvolutorniho integralu

y(t) = T g(t—7)u(r)dr = T g(r)u(t-7)dr, (3.11)

kde g(t) jeimpulsni funkce systému uréend z (3.9) nebo jako g(t) =L™"{F(p)}.
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Prirozena a vynucena s ozka odezvy

Je-li na systém v ustdleném stavu (miZeme jej ztotoZnit s nulovymi pocéecnimi podminkami)

piiveden znamy vstupni signa u(t), je vystupni odezva y(t) vytvarena souctem dvou sloZek:
y(t) =y, (1) +y, (1), (312

kde y,(t) je prirozena slozka, zavisgjici na dynamice daného systému s pienosem F (p)

a vy, (t) jevynucena slozka, zavisejici nadynamice systému G, generujiciho vstupni signal.

To znamena, Ze i obraz vystupni odezvy bude vytvoren souctem obrazi téchto slozek:

G: U(p):M F(p):ﬂ:m

a,(p) Ulp) alp) —*
u) Y(p) =Yy(P) + Yu(P)

A 4

Predpokladejme:  a(p) a a,(p) jsou nesoudéIné polynomy: n.sd. (a(p), a,(p)) =1
s [b(p)b, (p)] < st [a(p)a, (P)]

Pro L -obraz odezvy plati

b(p) b,(p) _b(p) . b,(p)
Y =F(pU = 4 = 4 3.13
(p)=F(p)U(p) 25 2 (D) i(Pfav(p) (313

Yo (P) Y, (p)
av casovéoblasti  y(t)=1y,(t)+VY,(t), yp(t):L‘l{%}, yv(t):L‘l{%} (3.14)

Polynomy b(p),b,(p) Ize ursit odpovidajicim rozkladem (3.13) na parcidlini zlomky a jsou také
feSenim polynomidlni (Diofantické) rovnice

a(p)b, (p) +a,(p)b(p) =b(p)b,(p). (3.15)

Z uvedeného vyplyva, Ze u gtabilnich LDS bude prirozena slozka s rostoucim ¢asem konvergovat
k nule a odezva systému bude dana vynucenou sloZzkou odezvy

limy(t) = limy, () +limy, (t) =limy, () (3.16)
%/_J

=0

Priklad 3.1.: Na vstup stabilniho uzavreného regulacniho obvodu s pienosovou funkci
F(p)—Y(p) _ 7p°+18p+15  b(p)
W(p) p*+5p°+11p+15 a(p)

spoly p,=-3, p,;=—1% |2 jepiiveden

referencni signd W(t) =t , resp. W(p) = iz = % . Urcete prirozenou a vynucenou slozku odezvy!
a,(p
Reseni:
b(p) b,(P) _  7p®>+18p+15

y(t) = L*{Y(p)}. Y(p)=F(p)W(p)= 2(0) a(p) P 15p* +11p’ +15p7

Prirozenou a vynucenou slozku odezvy uréime rozkladem Y ( p) naparciani zlomky (Matlab: residug)

7p2 +18p+15 033 -04+j02 -04-j02 0467 1
Y(p): 5 4 3 2 = + - + - + —|-_2
p>+5p” +11p° +15p p+3 p+1-j2 p+1+j2 p p
Yo (P) Yo (p)
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azpétnou L-transformaci
_ _ -3t —t
y(t) = Yo (t)+y,(t) =033 —0.894e™" cog(2t —0.464) + 0.467 +1
Yp (t) Yy (t)
Prirozena d ozka odezvy konverguje k nule a celkova odezva je dana vynucenou slozkou.
Odezva y(t) deduje referencni signdl w(t) strvalou regulaéni odchylkou e(t) = w(t) - y(t) = -0.467.

Impulze Response
Frirozena & wynucena slofka odezwy

12

10

trvald regulacni odch

Amplitude

e

3.2. Impulsni a pfechodova funkce. Odezva na obecny vstupni signél
Impulsni funkce je definovana jako odezva systému v nulovych poéatecnich podminkach na
jednotkovy (Diractv) impuls. Jejim grafickym znazornénim je impulsni charakteristika.

Experiment: ir_ &5_2_ _l:lit_)_;c; it_)_ __i _Y(p) _b(p)
(idealizovany) i — | F(p= U(p)  alp) — yH=0(t)
Definice:

90 = YO uo-o0 —=2== G(P) =Y(Popa = (P =F(AU(P)=F(p) (317

n.p.p. )

Impulsni funkci lze tedy urcit zpétnou Laplaceovou transformaci pienosové funkce a naopak,
pirenosova funkce je dana L aplaceovym obrazem impulsni funkce:

g =L"{F(p}  F(p)=L{g®); (3.18)
Vypoet g(t):
gt)=L"{F(p)} = L_l{iznll pf > } = Z;‘ re”  (vngj& popis, nenasobné pdly)
g(t) =c’e™b+ds(t) (vnitini popis) (3.19)

Potateéni a koneéna hodnota g(t) pro systémy bez astatismu:

b(p)

limg(t) =lim pG(p) =lim pF(p) =lim p—== limg(t)=0 prosta(p)—-stb(p)>2
-0 pow [ e a(p) -0
Itim0 g(t)=0 progta(p)—stb(p)<2

limg(t) =lim pG(p) = lim pF(p) =lim p%

Impulsni funkce v konvolutor nim integr dlu — odezva na obecny vstupni signal:

= !im g(t)=0

y(t) = j g(t—7)u(r)de nebo y(t)= cheA“")bu(r)dr (3.20)

(u(z)=0pror <0, g(t—-7)=0 prot-7t<0)
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Impulsni funkce a stabilita LDS:
Vnitini stabilita LDS (limx(t) =x =0) implikuje wej§ (BIBO) stabilitu LDS, dle nikoliv

naopak, protoZe vystup systému mize byt odvozen pouze ze stabilnich sloZzek vektoru stavu!
Pripomeiime, Ze LDS je BIBO stabilni < j|g(t)|dt< o a g(t)=L"{F(p)} =D re™
i=1

aodtud vyplyva, Ze vnitini stabilitaLDS (Re p <0, Vi) implikuje i BIBO stabilitu.

Pirechodova funkce je definovana jako odezva systému v nulovych poc¢étecnich podminkéach na
jednotkovy skok. Jegjim grafickym znézornénim je prechodova charakteristika.

Experiment: G: u(t) :1['[] > F( Y(p) b( p)

> F(p)= — y(t)=h

U(p) ~ a(p) YOm0
Definice:
—lransiormace 1
0= YOy g~ HE=Y(R), 2 = HE)=FEUE=FE)-
n.p.p. p
(3.21)
Vypotet h(t):
10 Ll{F( >1} E {Z } Sre
t)y=L p)—r=L re
p i=1 p p i=1
t
nebo h(t) zj.g(t—r)l[t]dr , kde g(t) =c’e™b+ds(t) (3.22)
0

Potateéni a konedna hodnota h(t) prosystémy bez astatismu:
limh(t) =lim pH(p) = lim pF(p) _I|m (p) = limh(t)=0 prosa(p)-stb(p)>1
t—=0 p—oo p—oo a( p) t—0

Itingh(t) #0 proga(p)—stb(p)=0
limh(t) =limpH(p)=Ilim pF(p)iz Iim b(p) = Iimh(t) #0.
t—w p—0 p—0 p r a( p) t—ow
Priklad 3.2.: Urcete impulsni a prechodovou funkci pro systém s prenosovou funkei F () :w: p+2

U(p) p+1

Regeni:
Prenosova funkce je ryzi (relativni ¥&d je 0), aproto ji ngjprve rozloZzime na striktné ryzi + kongt.:

p+2 1 -1 _t
F = =41 > t)=L"{F =€ +0o(t
(p) ot pil g(t) =L {F(p)} ()
Pro urceni prechodové funkce pouzijeme ne prve konvol utorni integral

h(t):jg(t—r)l[t]dr:j[e““’)+6(t—r)][ dr =e jel dr+j5(t )1[t]de

0
=e'(e-1)+1=2-¢"
Alternativni vypocet h(t) provedeme rozkladem na parcidni ziomky:

4 1 4| p+2 T I PR
ht) =L F(p)='=L"{———1l= Lt 42
© { ® p} {(p+1)p} {lo+1+ p}

Vypostem uréimeresidua I, = —1, I, =2 apozptnétransformaci dostavame stgjny vysledek:  h(t) =2-¢™
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I mpulsni a piechodové funkce elementarnich ¢lenii:

Prenos ¢lenu F(p) o(t) h(t)

Impulsni a pfechodova char.

Proporciondlni ¢len

F(p)=k k6(t) Kk
I ntegrétor
F(p) _Kk k 1[t] Kt
p
Derivétor
d
F = —o(t ot
(P)=p p (t) (t)

Aperiodicky ¢len 1.7adu
1 1 = =
F(p)=—— —ef' l-eT
pT +1 T

Casova konstanta T je dana praisecikem te¢ny k piechodové
charakteristice v po¢atku s ustalenou hodnactou h(t).
Prechodova charakteristika prot=T nabyva 63.2% ustalené
hodnoty aprot=3T as 95% ustadlené hodnoty!

Kmitavy ¢len 2.7adu

2 t

0]
F(p) = n ke™ cog(ft + t—7)d
(D= o pra? S(Bt + ) {9( 7)de
Poznamka:

g(t) ah(t) jsou zakreseny pro o, =1, £ =0.5.
Vyznam parametri K,ct, B,¢ je zigimy ze vztahi (2.18) — (2.20).

Odezvy kmitavého ¢lenu budou podrobngji analyzovany v nasledujici casti.

Dopravni zpozdéni
F(p)=le" 5(t-1,) 1t-7,]

a)

h(t)

h(t)

9(®)="

v
—

Step Response
Impulzni & prechodoyva charakteristika

T=1

=
= 05
=4
&
am
i} - oo
i 2 q B
Hep Fexpy iz
Ha 1 Er A Er s chve ekt L
------------- tul
ﬁ & Fi
5 i i
i —
T F % n
4 90
: h(t)
1 ..... 5
" > t
0 T,
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Souvidlost rozZoZeni pdli: a odezvy na jednotkovy skok u kmitavého ¢lenu 2. i#adu.
Prenosovéa funkce kmitavého ¢lenu 2. fadu (se statickym zesilenim K))

_ n 3.23
U(p) p*+2w,p+o) L

F(p) =t =20

je parametrizovana netlumenou (piirozenou) frekvenci systému o,, ®,> 0 a relativnim
ginitelem tlumeni & . Pro stabilni kmitavy ¢len 2. tadu musi platit & <(0,1).

Pri £=0 jeclen na mezi kmitavé stability, pro £ < 0 dostaneme nestabilni kmitavy c¢len a pro
& >1 je pienos rozlozitelny na dva sériove spojené stabilni aperiodické cleny 1. 7/adu.

Je ztgjmé, Ze parametry &, parametrizuji rozlozZeni pélu i prabeh ¢asovych odezev.

Vénujme nejprve pozornost parametrizaci rozloZeni polu.

Komplexni poly jsou uréeny feSenim kvadratické rovnice p® +2éw, p+o? =0:

p1,2 = _éwn i jwn Vl_éz = i JB (324)
%/_J

tlumena. frekvence

Zakreslime-li dvojici (stabilnich) komplexné sdruzenych pola p,, v komplexni roviné p,
zjistujeme, Ze poly se nachazi na praseciku poloptimek svirgjicich se zapornou rednou osou Uhel
¢ akruZnice se stiedem v pocétku a polomerem |p, ,|, pricemz plati & = cosp a|p,,| =,

0 A Imp
1 — cosp = S =&
o X f i0py1-¢° Ve + 02 (1-E2)
‘ \= Rep
.l ) 0 = [Rem P - -
/09 — -j a)n 1_52 :\/(éwn)z-i-wrf(l_éz) :wn

Z uvedeného vyplyva, Ze pii fixovanémé lezi poly na polopiimce a jejich vzdalenost od pocétku
jerovnanetlumené frekvenci o, . Pri fixovanémoeo,, 1ezi pdly nakruznici o poloméru o, acinitel
relativniho tlumeni & je dan kosinem Uhlu poloprimky vychazejici z po¢atku a prochézejici
piisluSnym polem.

Obg varianty jsou ilustrovény na nasledujicich obrazcich ( Matlab: pzmap):

Pole-Zero Map Pale-Zero agp
3 1.5
tlurneni = konst. = 0.5 e netlurmena frekvence © Trad/sec
2 08, e 1 05, o--em"
1 ngeg.
g 1 oG BT @ 05 B6E, .
o T U PN i i N
g 1 W = 0 ety
=) S & i T,
1 BZa CET o =T .
E L ! = neEe ..
2 ng___ o5 A .
netlumena fekvence: 1,2 radfsec Itlumenl': 05, D.BEEl
“s 25 2 45 4 15 0 A5 s r s 5
Odpovidajici prenosové funkce: Odpovidajici prenosoveé funkce:
1 4 1 1
F(p)=—7——, F(P)=—=—F— F(p)=———, F(P)=—5—F—
p°+p+1 p°+2p+4 p°+p+1 p?++/3p+1
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Zabyvejme se nyni souvislosti rozloZeni pola kmitavého c¢lenu 2. tadu sprabéhem jeho
prechodove charakteristiky h(t), ktera je rovnéz parametrizovatelna parametry &, o, .
Jako motivacni piiklad jsou na nésledujicim obrazku zakresleny prechodové charakteristiky

2
kmitavého ¢lenu 2.fadu s prenosem F(p) = — On >, Pii o, =1rad/sec
P+ 2,0, p+ o

n

apro =02 05 0707 a 0.9:

Step Responze

& tlurmeni 0.2
tlumeni 0.5

MNetlumend frekvence : 1 radisec

Amplitude

thumeni 0.9
tlurneni 0.707

05

0 2 4 g g 10 12 14 16 18 20

Pro & €(0,2) jsou pdly (3.24) komplexné sdruzené (stabilni) a pitechodovy d¢j charakterizujeme
jako tlumeny.

Pri £=0 jsou poly ryze imaginarni, systém je na mezi kmitavé stability a prechodovy dgj
charakterizujeme jako netlumeny.

Pri £ =1 dostaneme dvojnasobny realny pdl a prechodovy déj charakterizujeme jako kriticky
tlumeny.

Pro £ > 1 dostaneme dva realné, rizzné poly, nejednase jiz o kmitavy ¢len 2. radu a piechodovy
déj charakterizujeme jako pietlumeny.

Jak uvidime dale, z praktického hlediska nas bude zajimat piedevSim pribéh prechodové funkce
h(t) stabilniho kmitavého ¢lenu 2. t&du, tj. pro & € (01) a o, > 0.

Pro vypocet pirechodové funkce h(t) vyuzZijeme rozklad obrazu skokové odezvy systému na
parcidlni zlomky (viz (3.22)) a zpétnou Laplaceovu transformaci:

_ g2

h(t) =1- \/172e-iwn‘gn{wm/l—gzuarctg—\ﬂf . £e(0)) (3.25)
1-¢

Konkrétnim hodnotam parametrii £, w,, odpovida roziozeni polt p,, = —fw, + jo,1- &2

a konkrétni hodnoty parametri také jednoznacné urcuji  piechodovou funkci h(t), resp.

pirechodovou charakteristiku.

ProtoZe jako kmitavy ¢len druhého Fadu se mohou chovat i uzaviFené regulaéni obvody,
pouZivaji se v regulacnich Glohach misto parametri £, takove parametry, které kvalitativné

hodnoti prizbéh piechodové charakteristiky uzaviFeného regula¢niho obvodu a zastupuji
obwykle formulované poZadavky na poZadovany prizbéh regula¢niho procesu:
1/ maximalni relativni preregulovani o,

O = e M =00) procentudng o, [%]= Pla () = N(e0)
h(0) h(0)

2/ ¢asovy okamzik maximalniho pieregulovani t_...., h.. (t) =h(t, )

100
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3/ dobaregulace T, - vymezena casovym okamzikem t ., od kterého jiz h(t) zistava uvniti
zvoleného toleranéniho pasma h(co) + 8., , Sey,s G1ss

4/ dobaodezvy T, - vymezend prvnim ¢asovym okamzikem t., , kdy h(t,)=h()

5/ doba zdvihu T,, - definovana casovym intervalem, ve kterém se zmeéni hodnota odezvy
z 10% na 90% své ustalené hodnoty h().

Vyznam téchto parametri budeme ilustrovat opét na prechodové charakteristice kmitavého
systému 2. fédu (o, = 2rad /sec, £ =0.2):

Step Responze
T T T T

b\m{imélnipreregulnvénf tolerancni pasmo l
.

Amplitude

|
|
i ustalena hodnota
|

Time [zec)

Pro tlumené prechodové déje kmitavych systémi 2. iadu tj. pro & € (0,1) Ize ziskat analytické
vyrazy pro funkéni zavislost téchto parametrti na parametrech & a w,. Napiiklad vyrazy pro
t o & O, Uréime z nutné podminky extrému prechodové funkce (3.25), tj. z anulace jeji

¢asové derivace.
Po Upravach |ze ziskat podminku ve tvaru

dh(t) e
dt [1-¢2

ktera bude spinéna, jestlize sinw,1- &%t .. =0 resp. jestlize o, 1-E°t_ . =7
Dogtavame tak vyraz pro ¢asovy okamzik ve kterém dochazi k maximalnimu pieregulovani
tc max L (327)
@, A[1-E?
a po dosazeni za t,, do (3.25) alprave, vyraz pro hodnotu maximalniho preregulovani o,
_
o, =e \*¢ (3.28)

max

snw,\1-&%t=0, prot=t___ (3.26)

V praktickych dlohach potrebujeme naopak urcit parametry & a o, zodméfenych ¢i
pozadovanych hodnot t_ ., & o, :

s (3.29)
W, 1_52 tamax 1_52




Inc

& max

o =eV = Ino_=-—T% o g- z (3.30)

1_ 2 2
S \/1+(Incrmaxj
T
Priklad 3.3.:

Z experimentalné Zistené kmitavé prrechodové charakteristiky neznamého systému bylo odmereno:
N =204, t . =122sec, h(0)=15.
Predpokladejte, Ze se jedna o kmitavy c¢len 2./7adu a urcete jeho prenosovou funkci.

Regeni:
O = hmath;';OO) = 2'03;1'5 -036; Inc,, =-1.0217
Ino,.,
£= L= 0.3252 _=031; @,=————= x _ =271
\/1+( Incymaxj J1+(03252) fme1-€7  1.22,/1-(0.3093)
T

Prenosova funkce kmitavého ¢lenu 2.7/4du bude mit tvar
Y Ko? 1.5(2.71)° 11.02
F(p) =P _ (271)

n

U(p) P*+20,p+wl  p?+2(031)(271) p+(271)° P’ +168p+7.34

spoly: P, =—Sw, jo \J1-£% =-0.84+ j2.58
Satické zesileni: K =1im pF(p)1 :&:1.5
p—>0 p 734

Bude-li nezndmym systémem skutecné kmitavy ¢len 2. ¥adu, bude pienosova funkce uréena
piesné. Bude-li nezndmym systémem kmitavy ¢len sice vysSiho fadu, ale sdominantni dvojici
komplexné sdruzenych péla (dominantni pély jsou poly umisténé nejblize k imaginarni ose),
uréena pienosova funkce miZze byt akceptovatednou aproximaci skutecné prenosové funkce
neznamého systému vyssiho fadul.

Existence dominantni dvojice komplexné sdruZzenych pola je motivujici i pro Ulohy regulacni.
Pokud bude uzavieny regulatni obvod popsan modelem kmitavého ¢lenu 2.¢4du nebo vySSiho
f&du sdominantni dvojici komplexné sdruZenych péla, miZzeme podle (3.29),(3.30) urcit
zpozadovanych t_... a o, paametry & a o,, které budou specifikovat dle (3.24)
pozadované umisténi poli uzavieného regulacniho obvodu. PoZadované umisténi pdla potom
zajistime ndvrhem regulétoru (viz kapitoly 7 a 9).

V pozadavcichna t_ ., a o, byva casovy okamzk t nahrazovan pozadavkem na dobu
regulace T, . Parametry & a o, potom musi byt urceny zpoZzadovanych o, a T, .

Priblizné vztahy pro zavislost doby regulace T, naparametrech & a o, (lisi se respektovanim
raizné Siiky toleranéniho pasma 5%, 2%, 1%) byly odvozeny zexponencidniho tlumeni
kmitavého procesu — viz (3.25) avyuzivame je pro uréeni parametru o,

o max

55



Inc

max

T _ 3 4 4.8
\/ (IncrmaX T
1+
T

Zavéreéné ponamky k asowm odezvam LDS:
Doposud jsme se zabyvali dynamickymi ¢asovymi odezvami a charakteristikami a to jak pi
vhitinim, tak i pfi vnéjSim popisu LDS.

(3.31)

Satickd odezva resp. statickd charakteristika LDS vyjadiuje zavislost mezi vstupni a vystupni
veli¢inou v ustdleném stavu a pro LDS je to piimka prochézejici po¢dtkem se smérnici K
(statické zesileni). V této souvislosti piipomenme, Ze systémy s astatismem nemaji ustalenou
hodnotu a nelze tedy hovorit o jejich konetném statickém zesileni.

Statické zesileni LDS popsaného pienosovou funkci F(p)uréime z obrazu skokové odezvy

. Seer N o . . 1
systému a s pouzitim limitni véty o konecné hodnoté: K = Img pF(p)—=F(0).
p—> p

3.3. Frekvenéni odezva LDS
Dulezitou tfidou ,testovacich signali“ pri analyze systémit a navrhu fidicich systéma jsou
harmonické signély, obvykle reprezentované sinusovym signdlem

u(t) = A,snot; A, jekonstantni amplituda vstupniho signdlu, t>0, @ € (0,x) (3.32

Je-li sinusovy signal s konstantni amplitudou priveden na vstup stabilniho systému v ustaleném
stavu, potom ustalenou vystupni odezvu nazyvame frekvenéni odezvou systému.

Jak uvidime déle, frekvencni odezva je vlastné vynucena slozka vy, (t) odezvy y(t) v ustdleném
stavu, protoZe prirozena slozkaodezvy Yy, (t) pro stabilni systém konverguje k nule,

Vynucena slozka vy, (t) zachovéva sinusovy charakter afrekvenci vstupniho signalu i ve vystupni
odezvé. Nestabilni systémy prirozené také reaguji na harmonicky vstupni signa frekvencni
odezvou, aviak nestabilni médy prirozené sloZky odezvy nam znemoZzni jeji méieni a musime se
uchylit k jejimu vypoctu.

Motivacni experiment:
Simulujme experimentalni uréeni frekvenéni odezvy LDS, popsaného pienosovou funkci

Y(p) 80p+8
Fp =) 80P+ |
U(p) p " +7p°+18p°+20p+8
Na vstup LDS privedeme harmonicky signdl u(t) = A, Sinwt a provedeme dva experimenty Se stejnou
amplitudou A, =1, ae pro dvé rizné frekvence: o, = 0.2 rad/sec a w, = 7rad/sec.

u(t) = A, snot y(t) =y, (1) + A (@)sin[ ot +¢ ()]
oooo S0=+3
oo N T 182+ 20545 ’_:I L [

Signal
Generatar

Transfer Fcn

Scope
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Grafické zaznamy vstupniho signdlu a vystupniho signdu:

knieefespanse

Frekvencni odezva - 1. experiment

wystupni signal

wstupni signal

Am plitude

Mt e R R

Frekvencni odezva - 2. experiment

1
vstupni signal

Amplitude

wystupni signal
| 1 | | 1 | | | |

0 1 2 3 4 5 B 7 g g 10

1/ Pro vstupni signdl U(t) =1sin(0.2t) dochézi k amplitudovému zesileni vstupniho signdlu, vystupni signél
mav ustédeném stavu amplitudu A, = 2.2 , fézové predbihd vstupni  signd o ¢ = +30°
(»fézovy predstin®) ajeho frekvence je shodnéa s frekvenci @ vstupniho signdu.

2/ Pro vstupni signdl U(t) =1sin(7t) dochézi k amplitudovému zes abeni vstupniho signdu, vystupni signal

méaamplitudu A, = 0.2, f&zové se zpozduje oproti vstupnimu signdluo ¢ = —220° (,fazové zpozdeni®)

ajeho frekvence je opét shodna sfrekvenciw vstupniho signdlu.
V tomto piipadé je ztetelné vidét, Ze prirozena slozka odezvy konverguje k nule a Zze vynucena d ozka odezvy
zachova sinusovy charakter afrekvenci vstupniho signalu.

Z experimentu vyplyva, Ze linearni systém reaguje na vstupni signél u(t) = A, sinot
frekvenéni odezvou, kterou Ize zapsat ve tvaru y(t) = y, (t) + A () sin ot +¢ (o).

Amplituda vystupniho signalu A (o), ¢ obecné amplitudové zesileni A (w)/ A, (w) afazovy
posun ¢(w) vystupniho signélu jsou funkce zavislé na frekvenci vstupniho signélu o .

Pro experimentéiné zjid&énou frekvenéni odezvu a funkéni zavislosti amplitudového zesileni a
fazového posunu na frekvenci nyni odvodime potiebné matematické vztahy, které nédm
poskytnou informace o chovani a vlastnostech systému z frekvenéniho hlediska a budou

z&kladem frekvenc¢nich metod ndvrhu tidicich systéma.
Poznamka: Vypocteme-li frekvencni odezvu stabilniho LDS se zndmou prenosovou funkei F () , kdy na vstupu je

sinusovy signél se zvolenou frekvenci @, a s jednotkovou amplitudou A, =1, bude amplituda vystupniho signalu

A, (@) piimo rovna amplitudovému zesileni A (@, )/1.

1/ Vypocet frekvenéni odezvy pomoci konvolutorniho integralu
Predpokladame, Ze pro systém zadany pienosovou funkci je znamai jeho impulsni funkce g(t).

ej(ult _ e—j(ult
2]
frekven¢ni odezvu na komplexni vstupni signdl u(t) = e'™":

Protoze u(t) =1sno;t = , urcime nejprve — pouze z matematickych davodi -
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t t ©
Y, =1im [a@)u(t-7)dr = lim [a@)e™dr = [g(r)e ™ dr = F(jo)e™ (333
0 0 0

F(jor)
kde g(t) jeimpulsni funkce, F(jw) je Fourrieriv obrazimpulsni funkceg(t) = frekvenéni picenos.

Analogicky k definici prenosové funkce F(p) jako Laplaceova obrazu impulsni funkce g(t),
definujeme i frekveneni prenos F(jo) jako Fourrieriiv obraz impulsni funkce g(t).

Odtud vyplyva, Zze F(jw) = F(p)‘ i & také, Ze pro libovolné o, €(0,0) je frekvenéni
pienos F (jo,) komplexni &islo
F(jo,) = [g()e **dr = [ g(r)coswyr — jsnayrdr = ReF(jo, )+ jImF(jo,),  (3.34)
0 0

které |ze prevést napolarni tvar:

mF(ja)l)

F(jo) =|F(jo)e”; |F(jo,)=+(ReF) +(ImF)?, ¢(e,)=arctg RoF (e (3.35)
joot _ A-jont
Pro vypocet frekvencni odezvy na vstupni signa u(t) =1sino,t = 2—1 vyuzijeme (3.33),
(3.35) aplatnost vztahii [F(jo, | = |F(- jo,) a¢(-o,)=-¢(w,):
Pro frekven¢ni odezvu v ustdleném stavu dostavame vztah
F -CO ej(ult —F(- -CO e—j(ult - ej[(ult+q)((ul)] _ e—j[(ult+q)((ul)] - -
y,(t) = (J 1) T ( J 1) :|F(ja)1)| 2] :|F(ja)1]8|n[a)lt+go(a)l)]
ktery odpovida experimentalné zjisténé vynucené sloZce odezvy.
Frekvencni odezva je v ustaleném stavu pro libovolné o, € (0,0) plné charakterizovana:
Amplitudovym zesilenim |F ( ja)l)| = 'X(—i)z)
Fé&zovym posunem o(o,) = arctg ImF(jo,) (3.36)
' ReF(jo,)

2/ Vypocet prrirozené a vynucené s oZky odezvy pomoci rozkladu na parciélni Zzomky
Formélné budeme postupovat dle vztahu (3.13) pro uréeni prirozené a vynuceneé slozky odezvy

_ _b(p) b,(p) _b(p)  B,(p)
Y(p)_F(p)U(p)_a(p)%(p)_i(Pl+%(p) (3.37)
Yo (P) Y, (p)

ProtoZe frekvencni odezva je dana vynucenou sloZzkou odezvy, neni treba provadét rozklad
obrazu prirozené slozky odezvy Y, (p), ae pouze obrazu vynucené slozky Y, (p) .

0)1 _ bu(p)

Pro L-obraz vstupniho signdlu dostavame U(p) = L{lsinot}=——"1— = a po jeho
p*+o;  a,(p)
dosazeni do (3.37) Ize obraz vynucené slozky Y, (p) rozlozit na parcidni zlomky
o r r
Y(p)=F(pU(p)=F(p)—=—=Y.(p) +——+—2 3.38
(P)=F(pU(p)=F(p) 7+ 0 5 (P) o o, Pt o, (3.38)
%(p)
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Urc¢ime hodnoty rezidui r,r,:

. . F(jo)
= lim (p- jo,)F(p)——a ="
! p»ﬂwl( 1) (p+jo,)(p—jo,) 2j
. . F(-jo)
r,= lim (p+jo,)F(p) L W .
2 IH—le( 1) (p+jo,)(p—jo,) 2j
adosadime do (3.38)
iy .
o) ECie) i [F0(p+ o) ~F(j)(p- jay)]
Y(p) =Y, (p)+———- —=Y,(p) + 7 2 =
p_Ja)l p+1w1 p + o,
¥, (p)
F(jo,)—F(-jo F(jo,)+F(-jo
=Y (p)+ (] 1)2_ (—Jjo,) 2p - (Jjo)+F(-jo,) 20)1 i
J p° + o, 2 p° + o,
Po pievodu komplexniho ¢isla na polarni tvar dostavame
_ ejw(wl)_e—jw(wl) p ejw(wl)_'_e—jw(wl) a)
Y =Y F fl
(P) =Y, (P)+|F (jo,) 2 o > 7+ 02

a po zpétneé transformaci do ¢asové oblasti dostavame vystupni odezvu ve stejném tvaru, ktery
jsme zjistili experimentalng:

y(t) =y, (t) +|F ( ja)l)| [Singo(a)l)COSa)lt +COSQ (a)l)sina)lt] =y, (t) +|F ( ja)l)|sin[a)1t +go(a)1)]
limy(t) =limy, (t) +limy,(t) = O+!LrD|F(ja)l)|sin[a)1t+go(a)l)] (3.39)

Vypocet ilustruje take vliv prirozene slozky y, (t), ktera u stabilniho systému s rostoucim ¢asem
konverguje k nule a frekven¢ni odezva odpovida vynucené slozce odezvy.

Bez ohledu na to, jestli byla frekvencéni odezva LDS uré¢ena experimentéiné ¢i prostiednictvim
znalogti jeho frekvencniho prenosu, bude uzitecné zvolit néjaké vhodné grafické znazornéni
frekveneni odezvy, které nazveme frekvenéni charakteristikou LDS.

Frekvenéni prenos F(jw)jsme prozatim definovali vztahem F(jo)= F(p)| nebo jako

p=jo
Fourrierovu transformaci impulsni funkce g(t) a predpoklédali jsme jeho znalost.

Ukazali jsme, Ze frekvencni prenos F(jw) je komplexni funkce realného argumentu o a pri
jeno zmené v intervalu w € (0,) bude F(jw) opisovat krivku v komplexni roviné — frekvenéni
charakteristiku.

Pro zaporné frekvence w e (-,0) |ze vypocitat jgi , zrcadlovy obraz‘, ktery je symetricky
kolem redlné osy, nebor’ F(jo) =|F(jo)|e” , |F(jo)|=|F(-jo) a ¢(-0)=-¢(o).
Jsou-li  experimentalne urceny frekvencni odezvy pro néjaké vybrané frekvence zintervalu
o € (0,0), dostavame odpovidajici pocet bodii frekvencni charakteristiky v komplexni rovine a
teprve proloZenim néjaké krivky temito body bychom ziskali aproximativni model frekvencniho
prenosu F(jo) .

Diive nez se budeme podrobné zabyvat frekvencnimi charakteristikami LDS, uk&Zeme, Ze
frekvencni prenos F ( jo) mizeme také definovat pomérem Fourrierovych obrazii vystupniho a
vstupniho signélu, coZ je analogii definice prenosoveé funkce F(p).

59




3.4. Fourrierovatransformace. Frekvenéni pienos.
JestliZze néjaka funkce ¢asu x(t) vyhovuje podminkam

e X(t) jejednoznaéna a po Usecich hladké v kazdém konecném ¢asovém intervalu
e X(t)=0 pro t <0

e X(t) jeabsolutn integrovatelna: [[x(t)dt < oo,

potom Fourrierova transformace x(t) , formalné znagena X (jw) = F{x(t)}, je definovana

X (jo)=F { ) } - T x(t)e (3.40)

Zpétna Fourrierova transformace X (jo) , formalng znagena x(t) = F *{X(jw)}, je definovana

x(t) = F{ X(jo) == [ X (jol* do (3.41)
o‘ﬁé?n_dél 27[ —

Vaimnéme s formalni shody téchto defini¢nich vztahi se vztahy pro Laplaceovu transformaci
(2.2),(2.2), pokud za komplexni proménnou p je uvaZovana pouze jeji imaginarni ¢ast p= jo .

obraz

Aniz bychom zkoumali souvislosti obou transformaci podrobnéji, akceptujeme moznost poufZiti
substituce p= jo ato jak pii ur¢ovani frekvencnich obrazi k danym ¢asovym origindlim, tak i
pri uré¢ovani ¢asovych originala k danym frekvencnim obrazam:
X(jo)=Fx@®}=Lix®},., a xt=F*{X(jo)=L"X(jo)}.., (342
Pro ur¢ovani ¢asového originalu x(t) k danému obrazu X ( jw) muZeme opét vyuzit rozklad na

parciani zlomky. Napriklad pro nendsobné pdly p. obrazu X (jw) uréime ¢asovy origindl

jo=p

X(t) = F "X (jo)}= LHX(j0)} .., = L{Zpi—p} =2 re™ (3.43)

ProtoZe pienosova funkceF(p) byla definovana jako Laplaceiav obraz impulsni funkce nebo
jako pomér Laplaceovych obrazti vystupni a vstupni veliciny pii nulovych pocétecnich
podminkéch, miZzeme analogicky definovat i frekvenéni prenos F(jo):

Frekvenéni pienos F(jw) linearniho systému Ize definovat jakoFourrieriv obraz impulsni
funkce g(t)

F(jo) =Flo®}=Lio®} ... (3.44)
nebo jako pomér Fourrierovych obrazi vystupniho signalu a vstupniho signdlu pii nulovych
pocatec¢nich podminkach:

F(jo) = Y@ _ Fiy®) _ Liy®)

U(jo) Flu®)) L{u(t)}\ p=io

(3.45)

Poznamka:
Pripomeneme-li experimentalni zis&ovani frekvenéni odezvy LDS na vstupni sinusovy signal sjednotkovou
amplitudou, potom snadno overime, Ze pro frekvencéni p/enos plati

LﬂF(jw]sin[wt+§0(w)]}| L |F(ja))L{sina)t.COSgo(a))+COScot.singo(a))}|
Litsinet) p:Jw L{sin ot} p=jo
= |F(jo)[cosp(e)+ jsne(@)] = |F(jo)e

F(jo)=
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3.5. Nyquistova a Bodeho frekvenéni charakteristika

Nyquistova frekvenéni charakteristika v komplexni roving
Pripomenime si nékteré zakladni poznatky a vztahy pro vypocet frekvenéni charakteristiky:

Frekvencni prenos F(jw) je komplexni funkce redlného argumentu.

Pro kazdé redlné o, , o, € (0,0) jefrekvencni prenos F(jm, ) komplexni cislo

F(jo, )= ReF(jo, )+ jImF(jo, ), kieré miZe byt prevedeno na polarni tvar

F(jo,)=|F(jo )|e”’(“"), |F(ja)i)|:\/[ReF(ja)i)]2+[|mF(ja)i)]2 , go(wi):arctgm

Pri  zmeénach o Vv intervalu o €(0,0) bude F(jw)opisovat krivku v komplexni rovine —
(Nyquistovu) frekvencni charakteristiku.

Nyquistova frekvencni charakteristika F(jo) zobrazuje v komplexni roviné (ReF,jImF)
v zavidosti na thlové frekvenci @, @ €(0,0), soucasné amplitudové zesileni |F(jco} afazovy
posun ¢(w) harmonického signalu na vystupu systému vzhledem k signélu na vstupu systému .

Nyquistova charakteristika (a jeji ,zrcadlovy obraz‘ pro o e (-«,0) pro systém s prenosovou
1 1
(p+1) (jo+1)
znazornéna na nasledujicim obrézku. Pro frekvenci w, =0.2rad /sec je zndzornéno odpovidajici

funkci F(p) = resp. sfrekvenénim pienosem F(ja)):F(p)|p:jm: je

amplitudové zesileni|F (jo, ) = 0.94 afazové zpoZdéni vystupniho signdlu ¢(w, ) = —34°:
1 1

Dohoda:
Pyuist Disgram Fazovy predstih : e+J¢(w)
0sl ! & ImF’ ! ! ' ' ] kladn& orientace je proti sméru
: hodinovych rugi¢ek
06| [ “zrcadlovy obraz” frekv-eharakteristiky - F4z0vé Z007den e—jrb(w)
it g frekwence limituje k nekonechy 7 ﬁ?&?:éi;;leﬂﬁféeejke PO smeru
o L J
S = / nulowa frekvence
=
G 1]
£ ¥ fazové zpoZdeni -fi =Led
g a2 . .
E — IFI - amplitudové zesiléni
nd b i
. 000 |- ; g
sk } dand frekvence J

-0.4 -0.2 0 0z 0.4 0.6 0.3 1 1.2

Vyhodou Nyquistovy frekvencni charakteristiky v komplexni roving je soucasné zobrazeni
amplitudového zesileni a fazového posunu vystupniho harmonického signdlu v zavislosti na o .
Nevyhodou je, Ze se graf stava mélo piehledny vlivem ,zahu&ovani“ jednotlivych boda
frekveneni charakteristiky v oblasti vy3Sich frekvenci.

V nésledujici tabulce uvedeme Nyquistovy frekvencni charakteristiky v komplexni roviné pro
elementarni ¢leny:
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Frekvenéni prenos F ( ] a)) Frekvenéni charakteristika v komplexni roviné

1/ Proporcionalni ¢len

F(ja)) =K Myguist Ciagram
' LjimF
2/ Integrétor gl roparciondlni |
. 1
F(jo)=— oel
Ja) i .
3/ Derivétor i ; K
. . e T T e DRl —-
F(jo)= jo : " ReF
E s}
4/ Aperiodicky ¢len 1. iFadu
. 1 b
Fljo)=—>— :
JoT +1
e 0 05 1 15
5/ Kmitavy élen 2. i&du Real Axis
. o’
Fjo) = .
(jo)" + j28w,0 + o, jImF(jo)
A
dopravni zpozdéni
® x
6/ Dopravni zpozdéni
F(jo)=1e" 1 S
4 ReF(jo)
T 4

Pomamky k frekvenénim charakteristikédm elementarnich élenq:

1/ Frekvencni charakteristika proporcionalniho ¢lenu je bod naredné ose s hodnotou K, YV .

2/ Frekveneni charakteristikaintegratoru zacinapii @ = O naimaginarni osev — joo apro @ — o sméiuje po
imaginérni ose do nuly. (U systémii s astatismem 1. stupné bude Im F(j0) = — joo , Re F(j0) v3ak nulova neni).

3/ Frekveneni charakteristika derivétoru zaginapii @ = 0 v nuleapro @ — oo sméuje poimag. osedo + joo.

4/ Frekveneni charakteristika aperiodickéno ¢lenu 1. ¥adu zasinapti @ = O narednéose (v bodg, ktery odpovida
statickému zesileni systému) a pro @ — o0 sméiuje do nuly (systémy se striktné ryzim pienosem pirenadsgi
nekonetnou frekvenci s nulovym zesilenim). Frekvenéni charakteristika probiha v prvnim kvadrantu, maximalni

fazové zpozdsni je -90°. V grafu je zobrazena i zrcadlové charakteristika pro zaporné frekvence.
Frekven¢ni charakteristika aperiodického ¢lenu 1. fadu s jednotkovym statickym zesilenim je v komplexni roving

rovnici kruznice (pro e > O pailkruznice) se sttedem (0.5,j0) a polomérem 0.5 pro libovolnou ¢as. konstantu T :
[ReF(jw)-05F +[ImF(jo)f =(05)°, @ e(~,+o)

5/ Frekveneni charakteristika kmitavého ¢lenu 2. fadu zaginapri @ = O naredinéose (v bodg, ktery odpovida
statickému zesileni systému) a pro @ —> o0 smétuje do nuly (systémy se striktné ryzim prenosem prenésgji
nekonetnou frekvenci s nulovym zesilenim). V urcitém pasmu frekvenci dochézi ke zvySeni zesileni (viz
rezonanéni prevySeni pii rezonanéni frekvenci). Frekvenéni charakteristika probiha ve dvou kvadrantech,
maximalni fazové zpozdéni je-180°. V grafu je zobrazenai zrcadlova charakteristika pro z&porné frekvence.

6/ Frekvenéni charakteristika élenu dopravniho zpozdéni ma konstantni (jednotkové) zesileni pro vSechny
frekvence, fazové zpozdéni narista linedrné s frekvenci.

Vypocet frekvenénich charakteristik v Matlabu: viz Nyquist.
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Bodeho frekvenéni charakteristiky v logaritmickych souradnicich:
Bodeho frekvencni charakteristiky zobrazuji oddélené zavislost amplitudového zesileni |F (jo)

a fazového posunu ¢ (w) na Ghlové frekvenci o [rad/sec], vynaSené v logaritmickém me7itku.

Zobrazujeme tedy: Logaritmickou amplitudovou frekvenéni charakteristiku (LAFCH) a
Logaritmickou fazovou frekvenéni charakteristiku (LFFCH)

Na vodorovné ose je vobou charakteristikach uUhlova frekvence o rozdélena do dekad a

zobrazena v logaritmickém meéfitku. Zminéné ,zahustovani“ jednotlivych bodia Nyquistovy

frekveneni charakteristiky v oblasti vy3Sich frekvenci je tak odstranéno.

Logaritmicka amplitudova frekvenéni charakteristika (LAFCH)
Na svislou osu je vynageno v linedrnim mtitku bud’ amplitudové zesileni |F (jo)| nebo castsji

amplitudovy zisk, definovany jako|F (je)| _ = 20log|F (je)| v decibelech [dB].

dB
Poznamka: VynaSeni amplitudového zisku je vyhodné zejménav pripadg, kdyz je pienos vytvaren soucinem dil&ich
pienosi resp. kdyz jeho polynomy v citatdi a jmenovatdi jsou soucinem jednodusSich polynomialnich faktort.
V takovém piipadé amplitudovy zisk nahradi nelinearni operaci ,soucin“ souétem a nelinearni operaci ,,déleni”
rozdilem, coz zna¢né zjednodusi napt. navrh korekenich ¢lanki v LAFCH (viz LS2) & uréeni aproximovaného tvaru
LAFCH pro obecny tvar prenosu (viz dde).

Logaritmicka fazova frekvenéni charakteristika (LFFCH)
Na svislou osu vynagen v linedrnim mtitku fazovy posun ¢ (o) ve stupnich| °|.

Bodeho frekvenéni char akteristiky pro elementar ni ¢leny
Pro grafické znazornéni LAFCH a LFFCH pienosi F(jo) elementarnich ¢lena vyjdeme ze

zakladnich vztaht pro vypocet ||: ( ja))| ag(o):
F(jo)=ReF(jo)+ jImF(jo)=|F(jo)e®

. _ . 2 . 2 _ ImF(]CU)
F(jo) =+[ReF(jo)f +[ImF(jo)] ,co(w)—arctg—ReF(jw) (3.46)
1/ Proporcionalni élen: F(jo)=K
ReF(jo)=K, ImF(jw)=0; Vo
Amplitudové zesileni: |F(jo) =K, Va
ImF(jo)

=0°, Vv
ReF(jo) “

Fazovy posun: ¢(o) = arctg
Polarni tvar: F (jo)=|F(jo)e"” =Ke”
LAFCH: |F(jo),, = 20logK , Vo
LFFCH: ¢(w)=0°, Vo

2/ | ntegrétor: F(ja)):ji
Q)
ReF(jo)=0,Vo; |mF(ja))=—1
0]

Amplitudové zesileni: |F(jo) = L
(0]
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Féaovy posn: olo) - rcg E 1) 507 v

Polarni tvar: F(ja)):|F(ja))|e‘j‘”((”) 1w (vdimnsmesi, 7e j* e’ 2: zde pro k = —1)
0]

LAFCH: |F(jo), = 20logF(j)| = 20Iog1 = 20logl- 20logw = —20logw
w

Je to rovnice primky, kterdpii w =1 prochézi osou 0dB se sklonem -20dB/dekadu, nebot’
pro 10x vetsl o dostavame|F(jo) , = 20Iog% = - 20-20logw
0

Pro F(jw)z_i, K #1 je primka LAFCH posunutao 20logK .
jo

LFFCH: ¢(0)=-90°, Vo

3/ Derivéator: F(jo)= jo

ReF(jo)=0,Vo; IMF(jo)=o
Amplitudové zesileni: |F(jo)=o),
ImF(jo)
ReF(jo)
Polérni tvar: F (jo)=|F(jo)
LAFCH: |F(jo),, = 20log|F(jw)| =20loge

Je to rovnice primky, kterd pii @ =1 prochézi osou 0dB se sklonem +20dB/dekadu, nebot’
pro 10x Vetsi » dostavame|F(jo) , = 2010g10w = + 20+ 20logw

Pro F(jo)=Kjo, K #1 jeptimka LAFCH posunutao 20logK .

LFFCH: ¢(0)=+90°, Vo

Fazovy posun: ¢(w) = arctg =+90°; Vo

e+ jo(w) _ a)e+ joo°

e vz . 1 .
4/ Aperiodicky ¢len 1. Fadu:  F(jo)=- , Zomova frekvence' : o, _1
joT +1 T
i
. 1 1- joT » L .
Fljo)= = = L=ReF(jo)+ jImF(jo
(i) joT+1 1+ 0’T? 2 (jo)+] (jo)
1+—
a)Z
_@
. 1 1 . —oT w
ReF(jw)= = . ImF(jo)= = z
(i) 1+ @?T? o’ (i) 1+ w’T? o’
1+— 1+—
a)Z a)Z
. o 1 1
Amplitudové zesileni: |F(jo) = =
2T 2 2
J1+0?T \/ ®
1+—
a)Z

ImF(ja))_ B B o
ReF—(ja))_arCtg( a)T)—arctg( . ]

z

Fazovy posun: ¢(o) = arctg



Polami tvar: F(jo)=|F(jo)e/*®) = = emsl-on) _
1+ 0°T?
2
LAFCH: |F(jo), = 20log/F(jw)| = 20log Ny = 20log wz . |F(jo,), =-3dB
1+ 2
¢(0,) =-45°

LFFCH: Pro w e(0,) dogtévame ¢(w) e (0°,-90°) ;

Pro zZiednoduené zakredeni LAFCH pouZivame piimkovou aproximaci
. . 1
IF(jo), = 20logF (jw)| = 20l0g——=—— = 0dB

Pro o <<w,:
()
1+
]
zanebme
Pro 0 >>w,: |F(jo),, = 20log — = 20logw, ~ 20log®
()
1+
®;
(rovnice primky, ktera protind osu 0dB pii @ = @, se sklonem -20 dB/dekédu)
Prow = o,: |F(jo), = 20log——= = 20log—— = ~3dB
o’ J2
1+—;
a)Z

(Pfi @ = o, nastédva nejvétsi rozdil mezi skutecnym a aproximovanym priabéhem LAFCH!)

2
5/ Kmitavy ¢len 2. Fadu: F(ja)):(jw)erjZ%warwz . £e(0]), 0,>0
F(jco):(_w)2 1 — , Zdomova frekvence' : o, = o,
J +j26—+1
2 2 2 2 H
Fjo)=—— 20 _oilof-0?)- j2t0,0]_ ~ReF(jo)+ ] ImF(jo)
(0 —0%)+ j280,0 (02 -0 ) +(2tw,0)
2[(,2 2 3
ReF(jo)= “’[(“; o’) . ImF(jo)=- 250,00
(a),f—a)z) +(2w,0) (a),f—a)z) +(2w,0)
. o : o’ 1
Amplitudové zesileni: |F(jo)|= . == - .
Vo -0 ) +(2:0,0) J( wzj (2@)]
1-— | +
a)n a)n

o ImF(jo) 2
Fazo Sun: =ar =ar
vy posun: ¢(w) = arctg ReF (o) ctg( p R
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2
0]

J(wi—w2)2n+(2éwnw)z \/{1_ o? ] +(2§a)]

Polarni tvar: F(jo)=

LAFCH:  |F(jo), = 20logF(jw)|=20log

1

2 2 2 2

-5 ()
a)n a)n
IF(jo, ), = 20logF (jw,) = 20log éz—ZOIog(Zé) :

Pro £ =05 je |F(jo,),, =0dB. Pro & < 0.5 se amplitudovy zisk zvy3uje, pro & > 0.5 se
amplitudovy zisk sniZuje.
LFFCH: Pro w €(0,0,) je ¢(w) € (0°,-90%); ¢(m,)=-90°

Pro o € (»,,%) je p(o) e (-90°,-180°);

Pro zednoduené zakreseni LAFCH pouZivame piimkovou aproximaci:

Pro o <<a,: |F(jo), = 20logF(je) = 20log L ~ 0dB

) ()

Pro o>>0,: |F(jo), =20log ;2 = 40logw,, — 40logw

(rovnice primky, ktera protina osu 0dB pii o = @, Se sklonem -40 dB/dekadu)
Poow =0, |F(jo),= 20Iog% = —20log(2¢)

(Pfi ® = o, nastava nejvétsi rozdil mezi skutecnym a aproximovanym prabéhem LAFCH!)

5/ Dopravni zpozdéni: F(jw)=1e %
Frekvencni prenosjejiz v polarnim tvaru.
Amplitudové zesileni: |F(jw)=1, Vo
Fazovy posun: ¢(o) = —ar,

LAFCH: |F(jo),, = 20logl=0dB, Vo
LFFCH: go(a)) = -7, (frekvence je vynéSenalogaritmicky, neni to primka..)
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Bodeho frekvenéni charakteristiky elementarnich ¢leni:

Bode Diagram Bode Disgratm
21 . 1
Froporcionalni clen (K=10) Dopravni zpoZdeni
o 205} 1 @ 05 1
E 20 log K i3
P /_g_ 2
T 2 "
= c
E g 05 1
£ 195 . =
19 =
y 1
= 05t .
= 05t . o
z =
s 0 w0
w1 L]
= & 05} 1
T s J oo \
1 - -
-1k L 0
o 1 10 10
1I:I _ 1I:I Framarnsu fradizamt
i Biode Diagram Integrator L Bode Diagram Derivatar
20
g " )
o o 0 E
= -20dBidek =
= _-1E| L 4 =
= = +20dBrdek
L] L] D -
= = =
-20
-89 91
o895 - T a5, 1
s =
o -H0 w90
L] L]
£ onst 1 £ 8as .
(=1 o
91 g9 5
10" 10' 10 10
Biode Dizgram Bode Diagram
1] T ____,/"P\ L
g ol EELE g - A T
= -20dBidek LT o ; 20log 2ksi
g ool ; 1 = PN
£ : 2 -40dBfdek - i
E' ol Aperiodicky clen 1.radu | E :
T=1sec Kmitawy clen 2. radu
40 . ; . -40 e
0 : 1] 7
i T .45 ' tlurmeni 0.2 )
o : £ : netl. frekvence 1rad/sg
= ; | . TOEETEEET PR
m 45F \ . 5 !
Fiid , i N ! 4
£ : £ 135 :
_BD-E R ”m":u Y z - ¥ lu
10 10 10 10 10 10 10 10
Framamnmu fracdlfoam’ -
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3.6. Frekvenéni charakteristiky pro obecny tvar prenosu

Vyjdéme ze skute¢nosti, Ze nuly i pély obecné prenosové funkce F(p) mohou byt ryze
imaginérni, reané (stabilni ¢i nestabilni) ¢i komplexné sdruzené (stabilni ¢i nestabilni) a
pienosova funkce maZe obsahovat dopravni zpozdeéni.

Z uvedeného vyplyvd, Ze polynomy v ¢itateli resp. jmenovateli obecné prenosové funkce mohou
byt rozloZeny na soucin polynomua (polynomialnich faktori), jejichZ koteny jsou nuly resp. pély
odpovidajiciho typu.

Obecny tvar prenosove funkce F(p) resp. frekvenéniho pirenosu F(jw):

« B (P)B(P)-ve e : kB (o), (j0)e i
F(p)=Kp* +—%—~"—¢e" . F(jo)=K ¢ (347
(P)=Kp <':\1(|o)<':\2(|o)----e rep. Fio)=K(jo) ai(ja))ag(ja))....e (347)

kde
k jecelé¢ido (k=0 prenos bez astatismu, k < 0 stupen astatismu, k> 0 stupen derivace)
polynomiélni faktory b (p),a (p) resp. b(jw),a (jo) v itateli ¢i jmenovateli prenosu
mohou byt bud” 1. stupné nebo 2. stupné

K jezesileni systému uréené ze vztahu: K :Iirrg%F(p), K :Iirrg ——F(jo) (3.48)
pP— > Ja)

Stabilni polynomiélni faktor 1. stupné se Z2lomovou frekvenci o, :?1 :

(pT+1) resp. (joT +1)=(13+1] (3.49)
w

z

Stabilni polynomiélni faktor 2. stupné se Z2omovou frekvenci o, :
- 2

o) | j2§2+1} (3.50)
Q] o,

n

(p*+20,p+0?)  resp. [(ja))2+j2§a)na)+a)ﬂ:w{

Faktor Kp* resp. K(jco)k nazveme “nizkofrekvenénim faktorem” (jeho LAFCH pii k=0

meéni svij sklon jiz od nulové frekvence, kdezto faktory 1. a 2. stupné pii pouZiti primkové
aproximace a2 od zlomove frekvence).

Stabilni polynomialni faktor 1. supné¢ ma ve jmenovateli prenos stabilniho aperiodického ¢lenu
1. t&du a stabilni polynomidlni faktor 2. supné ma ve jmenovateli pienos stabilniho kmitavého
¢lenu 2. té&du.

Nizkofrekvencni faktor s k=0 ma proporciondlni ¢len, nizkofrekvenéni faktor s k=-1 ma
integrétor a nizkofrekveneni faktor s k = +1 ma derivétor.

Elementérni ¢leny viak nemaji Zadné nuly.

Prozatim vime, Ze pro stabilni LDS miaZeme jednotlivé body frekveneni charakteristiky urcit bud’
experimentalne nebo vypoctem dle vztahi (3.46) a nasledné je graficky zobrazit jako Nyquistovy
¢i Bodeho frekveneni charakteristiky. Pokud LDS neni stabilni, nelze frekvencni charakteristiku
odmefit, vypocet vSak formalné mizeme provést. Frekvenénim charakteristikdm pro LDS s
nestabilnimi nulami a/nebo pdly (* neminimalné-fazové systémy”) se budeme vénovat pozdgji.
Pro vypocet frekvenenich charakteristik vyuzijeme polarniho tvaru jednotlivych faktori F(jo):
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F(jo)=K(jo) 211(("]‘;))))%2(("]‘;’)))':: e = |F(jo)e (3.51)

e b(jo) =l (o) ; b (jo) = [Re (jo)F +lmh a)F ﬁi<w>=arctg%
a(jo)=la(jo)e™ ) la (jo) = [Rea (jo) + [ma (o] , ai<w>=arctgg‘;:—§;“aj§
a K(jo) =Ko"(j) = Koke' 2 (352)

Dogtavame tak frekveneni prenos ve tvaru

j(%"‘ﬁl((ﬂ)*'ﬁz(w)*'-“-_‘11(“’)_“2(“’)_'"'_(Md]

o) _ g |b1(i_w)||bz(i?))| ------ o —— (3.53)
la (jo)|a, (jo))--

amplitudové—zesileni

ktery lze bezprostiedné pouZzit pro vypocet Nyquistovy frekvenéni charakteristiky.

F(ja)):|F(ja))|e

Uréeni Bodeho frekvenénich charakteristik v logaritmickych soufadnicich.
LAFCH pro obecny tvar pienosu v polanim tvaru je sloZzena z dil¢ich frekven¢nich
charakteristik jednotlivych faktora (operaci ndsobeni nahradil soucet a déleni rozdil):

IF(jo), =20logF(jo) =20logK +k20logw + 20loglb, (jo) + 20logb, (jw ) + ..

... —20logla, (jw)| - 20logla, (jw) - ........ (3.54)
LFFCH pro obecny tvar pienosu v polarnim tvaru je ve tvaru
k
olo)= 7” +B,(@)+ B,(@)+ ...~ oy (0) - 0, (@)~ .....— 0 (3.55

Pro zjednodugené zakresleni LAFCH pouZivame opét piimkovou aproximaci.
Ziskameji souétem primkovych aproximaci LAFCH jednotlivych faktori:

LAFCH pro nizkofrekvenéni faktor:
‘K(ja))k‘dB = 20log(Ke* ) = 20log K + k20loge
Je to rovnice primky, kter& prochazi pii o = 1 rad/sec bodem 20log K se sklonem k 20dB/dek

L FFCH pro nizkofrekvenéni faktor: ¢(o)= k%

LAFCH pro stabilni faktor 1. stupné
Je-li faktor (3.49) ve jmenovateli prenosu, jedna se vlastné o aproximaci LAFCH aperiodického

¢lenu 1. &du;

Pro o <<w,: |F(ja))|dB:20|og:m:20|og 1 _ =~ (0dB, coz:?l
[0)
1+?

Pro o >>0,: |F(ja)]dB = 20log

= 20logw, —20log
0)2

1+—
a)Z

(rovnice primky, ktera protina osu 0dB pii o = @, Se sklonem -20 dB/dekadu)

69



K

NG

Proo = 0,: |F(jo), =20log = 20log 3dB

4
2
(0]
1+ —
V'
Je-li faktor (3.49) ve jmenovateli pienosu, LAFCH je primka, ktera protina osu 0dB pii o = o,
se sklonem -20 dB/dekadu.

Je-li faktor (3.49) v citateli prenosu, snadno odvodime, Ze LAFCH je piimka, kter& protind osu
0dB pii ® = @, se sklonem +20 dB/dekédu (,, zrcadlovy obraz* vzhledem k ose 0dB).

L FFCH pro stabilni faktor 1. stupné
Pro o € (0,) je o(w) €(0°,-90°); o(w,)=-45° (faktor ve jmenovateli)
Pro o € (0,0) je p(w) €(0°,+90°); o(w,)=+45"  (faktor v ¢itateli —,zrcadlovy obraz*)

LAFCH pro stabilni faktor 2. stupné
Je-li faktor (3.50) ve jmenovateli prenosu, mizZzeme jef povazovat za aproximaci LAFCH

kmitavého ¢lenu 2. fadu s jednotkovym statickym zesilenim:

2
Q)

. 1
Pro w<<w_: |F = 20lo o = 20lo =~ 0dB
o<<oni [Flie)e ToP+izomrol [ ot F (20)
1—-— .
( ws] (w]

Pro o>>0,: |F(jo), =20log ;2 = 40logw,, — 40logw

(rovnice primky, ktera protina osu 0dB pii o = @, Se sklonem -40 dB/dekadu)
Poow =0, |F(jo),= 20Iog% = -20log(2¢)

Je-li faktor (3.50) ve jmenovateli pienosu, LAFCH je primka, ktera protina osu 0dB pii o = o,
se sklonem -40 dB/dekédu.

Je-li faktor (3.50) v citateli prenosu, LAFCH je ptimka, ktera protina osu 0dB pii o = o, se
sklonem +40 dB/dekadu (,,zrcadlovy obraz“ vzhledem k ose 0dB).

LFFCH pro stabilni faktor 2. stupné
Pro o € (0,0,) je p(w) € (0°,-90°); ¢(w,) = -90°

Pro o € (o,,») je p(o) e (-90°,-180°); (faktor ve jmenovateli)
Pro o € (0,0,) je p(0) €(0°,+90°); o¢(o,)=+90°
Pro o € (o,,») je p(o) e (+90°,+180°); (faktor v ¢itateli —, zrcadlovy obraz*)

Pokud ma prenos dopravni zpozdeni, je ovlivnen priibeh faze, ale nedochazi ke zméné LAFCH.

Postup pifi konstrukci pifimkové aproximace LAFCH:
1/ Dany pienos rozlozime na faktory 1. a 2. stupng v ¢itateli a jmenovateli.

2/ Ur¢ime zesileni a nizkofrekveneni faktor Kp* resp. K(ja))k-viz(3.47),(3.48).

3/ Pro jednotlivé faktory 1. a 2. supné v ¢itateli ajmenovateli pienosu uréime zlomové
frekvence a sefadime je vzestupng.

4/ Kongtrukci primkové aproximace LAFCH zatindme od nizkofrekven¢niho faktoru
zakreslenim primky se sklonem k20dB/dek, kterdpri o = 1 rad/sec prochazi bodem 20logK .
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5/ Po té&o primce postupujeme ve smyslu rostouci frekvence az do nejbliZsi zlomové frekvence.
Zjistime, jakému faktoru zlomova frekvence odpovida a zda je faktor v ¢itateli ¢i jmenovateli
pienosu. Od téo zlomové frekvence navazujeme piimkou se sklonem odpovidajicim
zjistenému faktoru atd.

6/ Ve zlomovych frekvencich je mozneé respektovat zndme velikosti odchylky aproximovaného

priabe¢hu od skutecného.

P konstrukci LFFCH sé¢itdme fazové charakteristiky jednotlivych faktorii.

Priklad 3.4.:
5.10*(p +100)
p(2p? +6p +50) p+1000)

Zakred ete primkovou aproximaci LAFCH pro LDSs prenosem F (p) =
a porovnejte priibeh se skutecnhym priitbehem (Matlab: Bode)
Regent:

1/ Prenosova funkce a frekvencni prenos s faktory 1. a 2. stupné:

5.10°(0.01p +1) o, )

F(p)= faktor 2. stupné 2

(p) 210° plp’ + 3p+ 25)0.001p + 1) (faktor 2. stupnéje p? + 2£w P+ ®2)
- 5.10°(jw0.01+1

(jo) ( )

©)= 2107 j[[jo)? + 30 + 25)] j0.001+1)

2/Niz|<ofrel<venénifal<torK(ja))k: k=-1, K :|irT(1)(_1)k F(jw)=100 — K(jco)kleO(jco)_1
—> Ja)

1
3/ Zlomova frekvence ¢itatele: w, =——=100 rad/sec

* 001

Zlomové frekvencejmenovatle. @, =5 rad/sec, o, :il =1000 rad/sec
4/ Primkanizkofrekveneniho faktoru prochézi pii @ = 1rad/sec bodem 2010g100 = 40dB
se sklonem —20dB / dek

5/ Pri zZlomové frekvenci @, =5 rad/sec dochézi k poklesu o dalSich —40dB/dek ,
pri zlomové frekvenci @, =100 rad/sec k narastu o +20dB/ dek
a pii zlomové frekvenci ,, =1000 rad/sec k poklesu 0 —20dB/ dek.
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n Bode Diagram
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Vaimnéme si prubéhu LFFCH ( Matlab). ProtoZe se jedné o systém s astatismem 1.radu, zacina
LFFCH s fazovym zpozdénim -90°. ProtoZe prenosova funkce ma relativni fad 3, fazové
zpoZzdani miaZze dosdhnout maximalng -270°.

Pozndmka: Je- li pro neznamy systém znam prizbéh jeho LAFCH, miizeme z piFimkové
aproximace zpétné ur¢it priblizny tvar jeho pirenosové funkce ze Z2omovych frekvenci.....

Vyznam frekvenéniho pristupu k analyze a syntéze dynamickych systémii.

Frekvencéni odezvy lze urgit experimentdlné s pouzitim signalnich generatori a spektranich
analyzatora. Analyza frekvenénich odezev ndm poskytne nejen informaci o dynamickych
vlastnostech systému, ale je i z&kladem frekvencnich metod navrhu regulé&ora ¢i kompenzétora s
cilem zlep3eni chovani systému. Frekvenéni metody se zacaly pouZivat nejprve v komunikagnich
systémech a fada termina preSla i do regulacni techniky: Siika pasma regulace, rezonanéni
pirevySeni, bezpecnost v zesileni a ve fazi adalsi, se kterymi se jesté setkame.

V komunikaénich systémech je piendSend informace obecné omezena do Uzkého pasma
frekvenci v okoli nosné frekvence, kdezto v regulaéni technice je primérnim zgmem navrhnout
regulacni obvod tak, aby byl schopen presné sledovat i rychlé zmeény zadavaného (referencniho)
signalu.Ve frekven¢ni interpretaci to znamena, Ze je nutné navrhnout regulacni obvod tak, aby
meél co nejveétsi Sirku pasma regulace, definovanou prvni frekvenci, kdy amplitudovy zisk klesne
0 3 decibely pod Uroven amplitudového zisku pri nuloveé frekvenci.

Bode definoval vykonovy z sk pomérem signalového vykonu na vystupu a vstupu systému jako

F)
Z[dB]=10 Iog{ F“)y““””' ]

vstupni

72



Povazujeme-li signalovy vykon za velicinu imérnou kvadrédtu amplitudy signalu, dostavame se
k definici amplitudového zisku
Y(jo)

U(jo)
ProtoZe Sitka pasma regulace byla z fyzikalniho pohledu definovana prvni frekvenci, kde
vykonovy zisk klesne na jednu polovinu vykonového zisku pti nulové frekvenci, v amplitudovém

IF(jw), =20logF(jo)=20log

zesileni to znamend pokles na 1 , t.j. na 70,7% av amplitudovém zisku pokles o 3 decibely.

NE

3.7. Minimélné-fazové a neminimalné-fazove systémy.
Pro stabilni systémy se stabilnimi nulami odvodil Bode vztah mezi praibéhem LAFCH a
LFFCH, ktery Ize aproximativné vyjédiit vztahem

ldlog|F(jco)| _E

AGF(0) =5 09w 2

(3.56)

Prabéh faze je tedy vazan na sklon LAFCH a je uréen prislusnym nasobkem k % Takové
systémy nazyvame minimalné-fazové systémy, resp. systémy s minimani hodnotou fazového

zpozdéni. Systémy, u kterych dochézi k vétSimu fazovému zpozdéni nazyvame neminimalné-
fazové systémy, neplati pro né Bodeiv vztah a lze je rozdélit do tii skupin:

1. systémy s nestabilnimi nulami
2. systémy s nestabilnimi poly
3. systémy s dopravnim zpozdenim

Prabéh LAFCH je u minimané a neminimalné-fazovych systéma shodny.

1. Systémy s nestabilnimi nulami
Uvazujme linedrni dynamicky system popsany pienosovou funkci

H(p—zj)
F(p)=KXtt—n— (3.57)

H(p_ pi)

i=1
kde z jsounuly F(p), p jsoupoly F(p) a K je parametr, ktery Ize vyjadtit pomoci
statického zesileni K,

n

l.m[(_zi) [1(-p)

Ki=F(O =KX — = K=K, 22— (3.58)
1:1[(—pi) H(_Zj)

Pro ilustraci vlivu nestabilnich nul na prabéh faze budeme pro jednoduchost uvazovat
prenosovou funkci (3.57) s jednou nestabilni nulou z , z > 0.

Prenosova funkce F(p) s polynomidlnim faktorem (p—z) v ¢itateli prenosu miZe byt zapséna
ve faktorizovaném tvaru sestévajicim z neminimalné-fazové a minimalné-fazove ¢asti:
F(P) = Fo (P)Fx (P) (359
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Stabilnim ¢lenem p+z, rozsSitime citatele prenosu minimalné-fazové ¢asti F , (p) a zavedeme
jg také do jmenovatele neminimalne-fazoveé ¢asti prenosu F, . (p), protoze stabilni poly vaci

stabilnim nulam mohou byt kraceny.
Faktorizace je tedy provedenatak, Ze neminimalné-fazova cast matvar t.zv. “all-pass’ filtru

P (P) =22 (3.60)

P+z

ktery méa jednotkové zesileni pro vSechny frekvence, ale zavadi vyrazné fazove zpozdéni.
Z divodu ilustrativnosti fazového zpozdéni (Matlab naznatuje fazovy predstih) je pro vypocet
fazového zpozdéni vhodné v ¢itateli all-pass filtru s nestabilni nulou doc¢asné zmeénit znaménko,
abychom pievedli prenos do kvadranti umoziujicich interpretaci fazového zpozdeni.

Na ptvodni tvar pienos pirevedeme naslednym prendsobenim -1, —-1=1e".

Zména znaménka v ¢itateli zesileni neovliviiuje, ale pirevadi fazi do kvadrantu, ktery ilustruje, Zze
tento &len zavédi pro o [0,0) dodatezné fazové Zpozdéni v intervalu (0°,-180°) k fazovému
Zpozdéni prenosu F, (p), pricemZ p(z,)=-90° . [Matlab: fazevintervalu (+180°,0°) 1! ]

Vetsi fazové zpozdeni u neminimal ne-fazovych systémii snizuje bezpecnost ve faz, zkracuje Sirku

pasma regulace, doba regulace se oproti minimalné-fazovym systémim prodiuzuje a obecne se
tyto systémy obtizne reguluji.

Piiklad 3.5:
10(p-1
UvaZujme prenos neminimané-fazového systému ~ F ( p) = L
p(p+10)
10( p+1
a prenos minimélné-fazového systému F.(p)= M
p(p+10)
Prenosovou funkci neminimané-fazového systému piepiSeme do faktorizovaného tvaru
-110(p+1 -p+110(p+1)
F(P) = Fog (P)F () =L TP ZPE2 AR

p+1p(p+10)  p+1 p(p+10)
ze kterého je ziggmé, ze systém s nestabilni nulou bude vykazovat vétsi fazové zpozdéni, nez systém se stegjnou
stabilni nulou.

2. Systémy snestabilnimi pdly
Pro ilustraci vlivu nestabilnich péla na pribéh féaze budeme pro jednoduchost uvaZovat
prenosovou funkci (3.57) s jednim nestabilnim polem p, .

Prenosova funkce F(p) s polynomidlnim faktorem (p—p,) ve jmenovateli prenosu miZze byt

zapsana ve faktorizovaném tvaru sestavajicim z neminimalné-fazové a minimalné-fazové éasti:
F(P) = Fo (P)Fs (P) (3.61)

Stabilnim ¢lenem ( p+ p,) rozsitime jmenovatele prenosu minimalng-fazové ¢asti F ;. (p) a

zavedeme jgj takeé do citatele neminimalne-fazové casti pienosu F . (p), protoZze sabilni poly

vudi stabilnim nulam mohou byt kréceny.

Faktorizace je tedy provedenatak, Ze neminimalné-fazova cast ma opét tvar “ all-pass’ filtru:

+
Fr () =22 P (362)
P- P,
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“All—pass’ filtr ma opét jednotkové zesileni pro vSechny frekvence a lze ukézat, Ze tento ¢len
zavadi pro o €[0,0) dodatecné fazové zpozdéni (~180°,0°) k fazovému zpozdeni prenosové

funkce F (p), pFicemz ¢(p,)=-90°. [Matlab: fazev intervalu (—1800,00) ... zde je shoda]
Priklad 3.6.:
UvaZujme prenos neminimalné-fazového systému ~ F ( p) = 10
(p-1)(p+10)
a prenos minimalné-fazového systému F(p)= 10
(p+1)(p+10)

Prenosovou funkci neminimalné-fazového systému piepiSeme do faktorizovaného tvaru

p+1 10
F =F F = ,
(P) = Fir (P)Fo (P) o 1(pi0(p10)
ze kterého je opét zigmé, ze systém s nestabilnim pdlem bude vykazovat vétSi fazové zpozdéni, nez systém se
steinym stabilnim pdlem.

3. Systémy s dopravnim zpozdénim
V ¢tSi fazoveé zpozdéni u téchto systémi piimo vyplyva z frekvenéni charakteristiky ¢lenu
s dopravnim zpoZdenim.

Pirechodové charakteristiky asymptoticky stabilnich neminimalné-fazovych systémii
Prechodovéa charakteristika h(t) asymptoticky stabilniho neminimalné-fazového systému
(obsahuje jednu nebo vice nestabilnich nul) miaze vykazovat pocétecni nebo vicenasobné
podregulovani, které souvisi s rozmisténim nestabilnich nul.

Uvazujme pro jednoduchost striktné ryzi pienosovou funkci (3.57) pouze s redlnymi pdly a
nulami (vylouc¢ime tak kmitavy charakter odezvy zpusobeny komplexné sdruzenymi poly).

Definice: ('Vicenasobné podregulovani)
Prechodova funkce h(t) vykazuje vicenasobné podregulovani pro t>0, jestlize existuje

k raznych hodnot t, i=1,...k, 0<t<.....<t, <+oo takovych, ze

Y Kh(t) <0, i=1..k
‘% ~0,  i=l.k (3.63)
dt |,
2
y kO Lo, o1k
o |,

Definice: ( Pocatecni podregulovani)
Prechodova funkce h(t) vykazuje pocatecni podregulovani, jestlize h(t)|t:0+ nabiha v opa¢ném
sméru, nezZ je jgji ustdlena hodnota:

Kh(t)<0, WVt 0<t<t (3.64)
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Analyzujme vznik poc¢atecniho podregulovani.
Oznaéme n_ relativni fé&d striktné ryzi prenosove funkce (3.57), n. =n—m.

Pro uréeni “sméru ndbéhu” pirechodové charakteristiky v ¢ase t =0" pouZzijeme vétu o pocaecni
hodnot¢ prechodové funkce h(t) auréime jeji prvni nenulovou derivaci:

(p-2z)
=0
(p-p)

s

limh(t) =lim pF(p)i: limK -
t—0" p—w p p—ox©

S|
uN

=

p
limh™ (t) = lim p”f*lF(p)lz limkK —
p— p p—

t—>0" n

,zg

I
uN

(p-7)

(p-p)

- K (3.65)

I
=

Prvni nenulova derivace prechodové funkce je tedy rovna parametru K, ktery lze vyjadrit
pomoci statického zesileni K, vztahem (3.58):
[1(-p)

K: K ir:nl

[1(-z)

j=1
Z definice poc¢étecniho podregulovani az (3.64) je ziejmé, Ze podregulovani nastane pii riznosti
znamének parametri K a K.
Z (3.58) potom vyplyva:
U gtabilnich, neminimélné-fazovych systémii (vSechny realné poly p jsou zaporné) dochéazi
k pocate¢nimu podregulovani pouze pid lichém po¢tu nestabilnich nul.

V praxi tento charakter odezvy mizZeme pozorovat napi. na dynamické odezvé tlaku pary v
parogenerdtoru pri skokové zme¢né dodavaného mnozstvi pary do turbiny, pri fizeni stoupani
letadla pomoci nastaveni polohy klapek, pii vicesmyékovém fizeni MIMO systémua, pii fizeni
vozidel natééenim zadnich kol, aj.

Poznamka:
Analyza vzniku vicendsobného podregulovani a souvidosti poctu podregulovani ¢i extrémii na
prrechodové charakteristice s roZozZenim nul a poli je obtiznéjSi a presahuje ramec vykladané

|4tky.

76



4. REGULACNI OBVOD A STABILITA REGULACNICH OBVODU

4.1. Struktura regulaéniho obvodu, p¥imovazebni a zpétnovazebni #izeni

Priméarni funkci kazdého regulétoru ¢i 7idiciho systému je regulovat chovani jedné nebo vice
promennych na rizeném systému (procesu) prostednictvim jeho vstupii. Obvykle poZadujeme,
aby se regulovana veli¢ina udrZovala na zadané konstantni hodnote nebo aby sledovala zadanou
trajektorii. V obou pripadech je toto poZadované chovani zadavano v podobeé referenéniho
vstupniho signalu, ktery méa regulovana veli¢ina dedovat.

Je-li referencni signél piimo zpracovavan reguldtorem, ktery generuje fizeni piivadéné na vstup
fizeného systému, hovotime o regulatnim obvodu s pifimovazebnim (programovym) Fizenim.
Takové tizeni miaze byt efektivni pouze v ryze deterministické situaci nebo kdyZz mozné zmeény
parametri systému a vliv poruch nezpasobi vyznamnéjSi odchylky regulované veli¢iny od
hodnot zadavanych referenénim signdlem. Programové tizeni Ize tedy pouzit napt. pri tizeni
obrabéciho stroje ¢i tizeni polohy ramena robotického manipulétoru, ale nebude pouzitelné pri
stabilizaci polohy inverzniho kyvadla na pohyblivém voziku ¢i pro gtabilizaci hlavné tanku pri
jizdé terénem.

Charakteristickym rysem regula¢nich obvodi je naopak vyuzivani zpétné vazby od regulované
veli¢iny k referenénimu signalu. Zavedeni zpétné vazby samoziejmé implikuje nutnost méieni
regulované veli¢iny n¢jakym senzorem. Bez zaporné zpétné vazby by nebylo mozné prabézné
porovnavani skutecného pribehu regulované veliciny s poZzadovanym prabéhem a jeho vyuZiti
pro korekci pribéhu regulované veli¢iny. Davame tedy prednost regulaénim obvodim se
Zpétnovazebnim Fizenim, které automaticky potla¢uje vliv zmeén parametri systému a pasobicich
poruch na chovani regulované veliciny.

Regulacni obvody s primovazebnim a zpétnovazebnim tizenim jsou na nasledujicich schématech

(regulovanou veli¢inou je zde vystup fizeného systému):

l poruchy
referen¢ni signal fizeni regulovany vystup
Generétor Regul &or Rizeny systém
referen¢niho > > >
signdlu
(pozadovany vystup)
l poruchy
referenéni signdl fizeni regulovany vystup
Generétor Regul &or Rizeny systém
referen¢niho > > >
signdlu
(pozadovany vystup) yy
Zpétna
Sensor J vazba
méieny vystup

T Sum méteni

Schéma zpétnovazebniho regulacniho obvodu pouze naznatuje, Ze reguldtor néjakym zpasobem
zpracovava referencni signdl a méreny vystup. V této souvislosti je vSak dilezité uvést, ze
zpusob zpracovani téchto signdlu definuje principialné odlisné regulatory (regulétory sjednim a
dvema stupni volnosti - viz dale). Za piedpokladu, Ze dynamiku senzoru lze zanedbat, je méreny
vystup pres né¢jakou pievodni konstantu meéreni Umérny regulovanému vystupu a je mozné
akceptovat zjednoduSené schéma zpétnovazebniho regulacniho obvodu s jednotkovou zpétnou
vazbou. Poruchy piasobici na fizeny systém respektujeme aditivni poruchou a prepocitavame ji
obvykle na vystup fizeného systému. Vezmeme-li v Gvahu tato zjednoduSeni, mizeme zakreslit
schéma piimovazebniho regulacniho obvodu a zpétnovazebniho regula¢niho obvodu
sreguldorem 1DoF (sjednim stupném volnosti — 1 Degree of Freedom). Vstupem regulétoru
1DoF je regula¢ni odchylka, definovana rozdilem referen¢niho signalu a métreného vystupu.
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Primovazebni regulacni obvod :

primovazebni regul &or G
s prenosovou funkci R(p)

w u v y

GW > R( p) Fs(p)

y
v

Zpétnovazebni regulacni obvod s regulétorem 1DoF:

v

w €
Gv |—@— Fr(P) F<(p)

T

Fs(p) ... prenosova funkce tizeného systému, F(P) ... prenosova funkce regulétoru

G,....... generdtor referencniho signduw(t), G, ....... generdtor vystupni poruchy v(t)

w

e(t) = W(t) - y(t) ... regulaéni odchylka, u(t) ... Tizeni, y(t) ... mé&teny (regulovany) vystup

Z uvedenych schémat je zigimé, Ze pokud bude vystupni porucha nulova, lze navrhnout
k danému tizenému systému piimovazebni reguldtor R(p)i zpétnovazebni reguldtor Fg(p) tak,
Ze regulované vystupy budou na referen¢ni signal reagovat shodnym zptisobem. Zacne-li vSak
pusobit nenulova porucha, ptimovazebni reguldtor na ni nereaguje a porucha se pIné projevi na
regulovaném vystupu. Zpétnovazebni regulator prostiednictvim zpétné vazby reaguje na zménu
regulovaného vystupu a vlivem zdporné zpétné vazby dochazi k potlaceni jejiho vlivu.

Priklad 4.1.:
Y

Pro rizeny stabilni systém sprenosem Fg(p) = (p) = navrhnéte primovazebni a zpétnovazebni
U(p) 20p+1

regulator tak, aby bylo docileno poZzadovaného tvaru pirenosu mez referencnim signalem a regul ovanym vystupem

Fu( =g Pe T

’ W(p) p*+1l4p+1
Pro oba pripady Zistéte, jakd bude ustdlena hodnota regulovaného vystupu pi odezvé na referencni signal
w(t) = ]{t] bude-li na vystupu soucasné prisobit konstantni porucha V(t) = 0.5[t].

ReSeni:

1/V—pr“imovazebnim regulacnimobvodu plati F, , (P) = Fs(Pp)R(p) a odtud vyplyva
U(p) 20p+1

W(p) p2+14p+1

Y(p) _ Fs(P)F:(p)
W(p) 1+Fs(p)Fa(p)

Porovnanim F, () u obou zpisobyi Fizeni urcime prenos zpétnovazebniho regulatoru Fg () :

_ F(PFe(P) _ _ R(p) _ 20p+1
FyW(p)_1+FS(p)FR(p)_FS(p)R(p) = FR(p)_l—R(p)FS(p)_ p(p+14)

3/ Ustdlena hodnota regulovaného vystupu pri skokové odezve a prisobici konstantni poruse:

prrenos primovazebniho regulatoru: R(p) =

2/ Ve zpétnovazebnimregulacnimobvodu plati F, , (p) =
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Primovazebni regulacni obvod: !i m(t) = Iing pF, ., (P)W(p)+0.5=15
—>0 p—> '

Zpétnovazebni regulacni obvod:

limy(t) =lim pF,,,(PW(p) +1im pF,,, (p)V(p) =1+lim p

1 05 _
1+ Fs(p)Fr(p) P

( v daném pripadé bude porucha plné kompenzovana).

20+ 1
] - - - 1
5244 st 20+ \4/

¥

Constant
Step Transfer Fon2 Transfer Fon<d ! Scope
--- “-- 0.5

20=+1 1
2 > v -
Frias clsbi \4/ Constantd

Transfer Fon2 Transfer Fond Scapel

t---w - 05

4.2. Prenosy v regulaénim obvodu. Regulétory sjednim a dvéma stupni volnosti

Uvazujme regulatni obvod s reguldtorem 1DoF a uvazujme jesté aditivni poruchu r(t) navstupu
fizeného systému, poruchu v(t) na vystupu systému a poruchu z(t) ve zpétné vazbe, kterd
zastupuje ,S3um* meéteni a pusobi obvykle v pasmu vySSich frekvenci:

Gr GV

W e u r \Y y
G, »Q—> Fr(P) Fs(p)

Predpokladejme, Ze fizeny systém je popsan striktné ryzi prrenosovou funkci

v

Fs(p) = J((FF)))) EE; ;a(p),b(p) jsou nesoudéIné polynomy, st a(p)=n, s b(p)<n-1
a1 DoF regulé&or ryz prenosovou funkci
R(p)—LéEg; ((E)) c(p),d(p)jsou nesoudgIné polynomy, st c(p) =st d(p) =m

Polynomy a(p),c(p) jsou obvykle monické polynomy (koeficient u nejvyssi mocniny je 1).
Generdtory externich signdla G, G, , G, a G, lze popsat polynomianimi zlomky:

b, (p) b _b(p) _b,(p) 1
W(p) = a(p)’ R(p) 2 (p)’ V(p) a(p)’ Z(p) a.(p) (4.1)
Uved’me nejprve dva z&kladni typy prenosi bez uvazovani poruch.
Pirenos otevi‘eného regulacniho obvodu:
YO _ e o1F () 2 PP 4o
Fo(p) = W(p) Fs(P)Fr(P) a(p)o(p) (4.2)
Pirenos uzaviFeného regulacéniho obvodu(s 1DoF regulatorem):
F,.(p)= Y(p) __F(PF(p) _  b(p)d(p) (4.3)

W(p) 1+Fs(p)Fx(p) a(p)c(p)+b(p)d(p)
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Dulezitou roli maji ¢ty zakladni prenosy (viz déle ,vnit/ni stabilita regulacniho obvodu®):

U F (p):Y(p): Fs(P)Fr(P) _ b(p)d(p)
T W(p) 1+ F5(p)Fr(p)  a(p)e(p)+b(p)d(p)
Y FpoY®_ 1 apm)
T V(p) 1+ Fg(p)Fr(p)  a(p)e(p) +b(p)d(p)
3 F(p-Y®__ K@) bpep)
. R(p) 1+Fs(p)F(p) a(p)c(p)+b(p)d(p)
4 F(p<UP__ R apdp o

W(p) 1+Fs(p)Fe(p) a(p)c(p)+b(p)d(p)
P sou¢asném puisobeni vech externich signélt (poruch) v uzaviceném regulaénim obvodu je
Laplacetiv obraz regulovaného vystupu Y (p) dan superpozici obrazi odezev externich signalt
pies prislusné prenosy v regulagnim obvodu:
Y(p)=F,,(PW(p)+F,, (P)R(p)+F, (PV(P)-F,,(P)Z(p) (4.5)

Zamgtime nyni pozornogt naregulétor sjednim a dvéma stupni volnosti (1DoF) a (2DoF).
Vamnéme si, Ze charakteristicky polynom uzavi-eného regulacniho obvodu a, (p)

a,(p) = a(p)c(p)+b(p)d(p) (4.6)
je shodny u vdech prenosi. V ditateli vSech pienosovych funkci se vzdy vyskytuje jeden
z polynomu regulatoru d(p) nebo c(p). Tato skutecnost je pro 1DoF regulator limitujicim
faktorem pro dosaZeni pozadovaného tvaru pienosoveé funkce uzavieného regulacniho obvodu tj.
pro moznost nezavisiého umisténi nul a pélu zpétnovazebnim regulédorem 1DoF-.

Rovnice regulétoru 1DoF:

U(p) = 2P () - L [a(pw(p)-d(pY(p)] (@7
c(p) c(p)
Regulétor 1DoF je regulétor s jednim vstupem (regulacni odchylka) a jednim vystupem (rizeni),
ktery stejnym zpiisobem ,, zpracovava“ referencni signal w(t) i mereny vystup y(t) .
Z predchoziho vztahu je ziejméa moZnost zobecnéni reguldtoru 1DoF v tom smyslu, Ze referencni
signdl a méreny vystup budou zpracovavany odlisSnym zpasobem, coZ vyjadiime zavedenim
néjakého polynomu t(p), st t(p) < st ¢(p) do rovnice (4.7).

Rovnice regulétoru 2DoF:

u(p) =T1)[t(p)W(p>—d(p>Y(p)] 4.8)

Blokové schéma obou reguldtort je na nasledujicich obrézcich:

— | 9P I B | D) I
W c(p) " . c(p)

d(p) d(p)

A A

1DoF regulétor 2DoF regulétor
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Presuneme u 2DoF regulétoru blok spolynomem d(p) pred a za souctovy ¢len a zakreslime
blokové schéma regulacniho obvodu s 2DoF regul&torem

2DoF regul&or Rizeny systém

b(p)

S = ap @ o) [ a(p)

v

Regulator 2DoF je regulator sdvema vstupy (referencni signél, mereny vystup) a jednim
vystupem (7izeni), ktery ,, zpracovavd“ referencni signal w(t) a mereny vystup y(t) nezavide.
Primovazebni ¢ast regulatoru s prenosem F, (p) pasobi nezévisle na uzaviené regulacni smycce
a predstavuje tedy druhy stupen volnosti pii ndvrhu regulatoru. Tato ¢ast generuje piimovazebni
(,kompenzatni*) Fizeni, které miaze byt vyuzito napi. pro kompenzaci nezédoucich nul
(vykréceni stabilnich nul), cozZ vyplyvaz tvaru prenosu uzavieného regula¢niho obvodu.

Pifenos uzaviFeného regulac¢niho obvodu(s 2DoF regulatorem):

F,.(p)= Y _r () slPFe(P) _ b(p)t(p) (4.9)

W(p) 1+ Fs(P)Fro(P)  a(p)e(p) +b(p)d(p)

Uvazujme nyni situaci, kdy uzavieny regulacni obvod s2DoF reguldtorem je stabilni, ae
navrzeny reguldtor ma polynom d(p)s nestabilnimi nulami (neminimélné-fazovy systém).
V takovém pripadé bychom pro simulaci nemohli vySe uvedené schéma pouZit, nebot’ nestabilni
nuly regulatoru se stavaji v primovazebni ¢asti nestabilnimi poly a simulace by paradoxné vedla
k nestabilnimu chovéni stabilniho systému.
Pouzijeme proto alternativni modelové schéma, ktera piimo vyplyvaz rovnice (4.8)

Lum:a%ﬁuwwm—dmwuﬂzggmmm—§%¥m) (4.10)
G, e |
Fup  |_S(P) Rizeny systém
Fra(p)
| d(p) b(p)
@——— o) [— a(p) >y
_____ 2DoF reguldor
Prenos uzaviceného regulacniho obvodu zistava nezménén
b(p)t(p)
_Y() _ Fs(PFu(p) _ alp)e(p) _ b(p)t(p)
B D) =) " Te PP (9) 5, DPA(P) ~ a(pie(p) = b(pa(p)
a(p)c(p)

anezménén zastavai charakteristicky polynom uzavieného regula¢niho obvodu (4.6).
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Predpokladejme, Ze tizeny systém mize mit nestabilni poly a/nebo nuly, avdak regulator ma byt
prirozené navrZen tak, aby uzavieny regulacni obvod byl stabilni, t.zn. charakteristicky polynom
uzavieného regulacniho obvodu a,(p) = a(p)c(p) +b(p)d(p) musi byt stabilnim polynomem.
Pojem , vnitini stabilita uzavieného regula¢niho obvodu“ souvisi s hypotetickou moznosti
navrhu regulatoru tak, Ze nestabilni pdly systému budou vykréceny nestabilnimi nulami
regulaoru resp. nestabilni nuly systému budou vykréceny nestabilnimi poly reguléoru.

Uvazujme schéma regula¢niho obvodu s 1DoF reguldtorem

Gr GV

w € d(p) r b(p) v y
F =Y F el ¥
w Q) —s =(P) D) s(P) a(p) ,

a analyzujme disledky takového kraceni (pri kraceni budeme pro jednoduchost piedpokladat
stejné stupné polynomu a nestabilitu viech jejich korent):

1/ Nestabilni pdly systému budou vykréaceny nestabilnimi nulami regulétoru.

Pro nestabilni polynomy plati d(p) =a(p).
Respektujme-li tuto rovnost ve ¢tyiech zékladnich pienosech (4.5) zjistime, Ze v prenosech
1/, 2/ a4l 1ze nestabilni polynom ve jmenovateli formalng zkratit se shodnym nestabilnim
polynomem v ¢itateli, alenelze jej vykrétit v prenosu poruchy na vstupu systému na vystup.
Nestabilni polynom d(p) = a(p) faktorizuje charakteristicky polynom a,(p) adusledkem je
neomezeny vystup uzavieného regulacniho obvodu pri ptisobeni nenulové poruchy r(t)
na vstupu systému.

2/ Nestabilni nuly systému budou vykraceny nestabilnimi poly regulatoru.

Pro nestabilni polynomy plati c(p) =b(p) .
Respektujme-li tuto rovnost ve ¢tyiech zakladnich prenosech (4.5) zjistime, Ze v prenosech
1/, 2/ a3/ l1ze nestabilni polynom ve jmenovateli formalng zkratit se shodnym nestabilnim
polynomem v ¢itateli, ale nelze jej vykrétit v prenosu referencniho signdlu nafizeni.
Nestabilni polynom c(p) =b(p) faktorizuje charakteristicky polynom a,(p) a disledkem je
neomezené fizeni, a tedy i vystup uzavieného regulacniho obvodu, pii pasobeni nenulového
referen¢niho signalu w(t) .

Z uvedeného wyplyva dilezity poznatek ktery musime respektovat pii navrhu regulatorii:
nekrétit nestabilni nuly resp. pdly regulétoru s nestabilnimi nulami resp. poly systému.
Pokud nedojde k tomuto kraceni, o stabilité viech pi‘enosii v uzaviFeném regulacnim obvodu
rozhoduje pouze stabilita charakteristického polynomu a,(p) = a(p)c(p) +b(p)d(p) .
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4.3. Stabilitaakriteria stability regula¢nich obvodi
Sabilitu uzavieného regulacniho obvodu povazujeme za zdkladni poZadavek pri navrhu
regulatorz (1DoF nebo 2DoF), protoZze naSi snahou by vzdy melo byt urcit nejprve Gplnou
mnoZinu stabilizujicich reguléator:i a teprve na této mnoziné vybirat v néjakém smyslu optimalni
regulator, ktery zaruci formulované poZadavky na kvalitu regulace.
O dahilite uzavieného regulacniho obvodu rozhoduji jeho poly, které Ize urgit teSenim
charakteristické rovnice

a,(p) = a(p)c(p) +b(p)d(p) =0 (4.12)
Z analyzy stability LDS vime, Ze spojity linearni t-invariantni dynamicky systém je asymptoticky
stabilni tehdy a jen tehdy, kdyZ realné ¢asti vSech polu pirenosoveé funkce (redlné ¢asti vlastnich
¢isel matice dynamiky pii vnitinim popisu) jsou zéporné — poly lezi vlevé komplexni
poloroving.
Charakteristicka rovnice (4.12) je algebraickou rovnici a u slozitéjSich obvodi je pro uréeni pola
nutné pouzit numerické reSeni. Pro uréeni stability vSak neni nutna znalost konkrétnich hodnot
polu, ale pouze odpovéd’ na otédzku, zda redlné casti péla lezi v levé komplexni poloroving ¢i ne.
Pro tento G¢el byla vypracovana algebraicka kriteria stability, kterd o stabilité uzavieného
regulacniho obvodu rozhodnou pouze na zaklade znalosti koeficientzi charakteristické rovnice.

Hurwitzovo algebraické kriterium stability
Vychazi z charakteristické rovnice (4.12) s urcenymi koeficienty

a,(p)=a,p"+a,,p" " +..+ap+a,=0 (4.13)
aze Stodolovy nutné podminky stability:
» Véechny koeficienty a., i = 0,1,...n, jsou nenulové a maji stejna znaménka“ .
Pokud je charakteristicky polynom a,(p) nejvye druhého stupng, st a (p)<2, je nutna
podminkai postacujici podminkou asymptotickeé stability.

V_obecném piipadé postupujeme nésledovng:
1/ Z koeficientt charakteristické rovnice sestrojime Hurwitzovu matici H (bez Gjmy na
obecnosti piedpokladame kladna znaménka koeficienti):

an—l an—3 o 0
a a cee 0
H=| ° ™ (4.14)
0
0 cee az ao

2/ Vypocteme t.zv. Hurwitzovy determinanty (hlavni diagondni minory) H,,i=1,...n
an—l an—3 an—S

s Hy=la, a,, a4l ... yH, =a,H (4.15)
0 &, &,

an—l an—3
a a _,

Hurwitzovo kriterium stability: LDSje asymptoticky stabilni < H. >0, Vi,i=1,..n

Z determinantu Hurwitzovy matice H, = a,H, , lze urcit mez aperiodické (nekmitavé) stability
a mez kmitavé stability:
Je-li a, =0 a v3echny diagonalni minory jsou kladné, charakteristicka rovnice ma nulovy pol

a regulacni obvod je na mez aperiodické stability.
Je-lli H , =0, charakteristicka rovnice ma dvojici ryze imaginarnich pdl: a regulacni obvod je
namez kmitavé stability.
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Priklad 4.2.:
Analyzujte stabilitu uzavieného regulacniho obvodu vzhledemk zesileni K > 0 s pouztim Hurwitzova kriteria

w u 1 y

(p+1)°

v

Otevienaregulagni smyckaje stabilni VK, K> 0.
Ur¢ime prenos uzavireného regula¢niho obvodu a charakteristickou rovnici:

K
3
Fy,w(p):1£p+l? = p3+3p2 —}|-<3p+1+K ; az(p): p3+3p2+3p+1+K =0
(p+1)’
Uréime Hurwitzovu matici a Hurwitzovy determinanty:
3 1+K 0
H=l1 3 0 |; H,=3, H,=8-K, H;=(1+K)H,
0 3 1+K

Mez kmitavé stability pii K =8 ..., kritické zesileni“ —viz bezpecnost v zesileni a ve faz, odst. 4.4).

Routh-Hurwitzovo algebraické kriterium stability
Vychézi opét ze znalosti koeficientti charakteristické rovnice uzavieného regulacniho obvodu

a,(p)=a,p" +a,,p"" +a,,p" ..+ a,(p)+a(p)+a,=0 (4.16)
aze Stodolovy nutné podminky stability.
Kriterium je zaloZzeno na konstrukci Routh-Hurwitzova pole, které je trojuhelnikového tvaru a je
vytvareno z koeficienti polynomu, které vzniknou postupnou redukci charakteristického
polynomu a,(p). O stabilité rozhoduji zmeny znamének koeficientti redukovanych polynomi
v prvnim sloupci Routh-Hurwitzova pole.
Routh-Hurwitzovo kriterium stability:
Pocet korenu (poli) charakteristického polynomu a, (p) s kladnou redlnou c¢asti je roven poctu
zmen znameének koeficientz v prvnim sloupci Routh-Hurwitzova pole.
Odtud vyplyva, Ze uzaviceny regulacni obvod je stabilni <> kdyZ vSechny koeficienty v prvnim
sloupci Routh-Hurwitzova pole jsou nenulové a maji stejné (kladné) znaménko.

Konstrukce Routh-Hurwitzova pole:
Pocinaje koeficientem a, rozdélime koeficienty polynomu a,(p) na liché (podtrzené) a sudé,

sepiSeme je do radek pod sebou a provadime redukci polynomu dle nésledujiciho schéma:

an l An-2 l An-4 lan_ﬁ .......

koeficienty v fadce nasobeny a,/ an.1 —» S &3 &5 L T
i e e
koeficienty v fdce ndsobeny anq, %8, —®  ‘an2 Y 5 Y las s
Routh-Hurwitzovo pole
koeficienty v tadce nésobeny 'ao/%a,. —» , & ) A
; an-3 £




Koeficienty redukovaného polynomu vetieti fadce (prvni fédka Routh-Hurwitzova pole)
dostaneme prenasobenim druhé fadky pomérem koeficienta umisténych v prvych dvou tadkéach
v prvnim sloupci, odectenim této radky od prvni a sepsanim vysledku s posunem o jedno misto
vlevo (koeficient a, u nejvyssi mocniny byl anulovéan). Analogickym zpisobem pocitame
koeficienty redukovanych polynoma i v dalSich radkéch:

. a a a
liédkaR.-H.pole a, -—"a , =0, 'a ,=a, ,-—"a ,,'a,,=a ,——>a ¢ ,eeerrre..
an—l an—l an—l
A . an—l 1 _ 2 _ an—l 1
2fadkaR.-H.poleca, , ——="a,,=0, " ;=8 3 —77 @4 1oerrrrrrrreennnn
an—Z an—Z

Priklad 4.3.:
Analyzujte stabilitu regulacniho obvodu, ma-li jeho charakteristicky polynom tvar

a,(p)=1p* +2p*+3p*+4p+5

Regent:
1 3 5
koeficienty v fadce nasobeny 1/2 —» 2 4 0
koeficienty v fadce ndsobeny 2 —» 1 5 0
- . . —»| -6 0 ,
koeficienty v fadce nésobeny -1/6 Routh-Hurwitzovo pole
5

V prvnim doupci Routh-Hurwitzova pole jsou koeficienty 1, -6 , 5 a dochédz tedy ke dvéema zménam znamének
koeficient:i . Regulacni obvod bude nestabilni, s dvema nestabilnimi pdly.

(Matlab: p,, =0.28+ j1.41, p,, =-1.28+ j0.85)

Michajlovovo frekvenéni kriterium stability:
| toto kriterium vychézi ze znalosti charakteristické rovnice uzavieného regula¢niho obvodu
(4.13). Charakteristicky polynom a,(p) upravime na soucin kofenovych ¢initela

a,(p)=a,(P—p)(P-P)--(P-P,) (4.17)
Po dosazeni p= jo dostdvame Michajlovovu funkci a, ( jo)
a,(jo)=a,(jo-p)(io-p,)..(jo-p,) (4.18)

pro jejiz modul aargument plati
la, (jo)|=a,|jo - p|jo-p,|..|jo-p|
aga,(jo)=ag(jo-p)+ag(jo—p,)+..+ag(jo-p,) (4.19)
amuzeme ji vykreslit v komplexni roving jako t.zv. Michajlovizv hodograf.

Budou-li vSechny koteny p,,p,,...p, charakteristického polynomu lezet v levé komplexni
poloroving, bude pii w € (0,) pro piirastek argumentu Michajlovovy funkce platit

A aga,(jo)=nZ (4.20)

0<@<o 2
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Na zakladé tohoto vztahu |ze formulovat Michajlovovo kriterium stability:

Uzavieny regulacni obvod bude stabilni prave tehdy, kdyz Michajloviiv hodograf bude zacinat na
kladné redlné poloose komplexni roviny a proti smeru hodinovych rucicek projde postupné tolika
kvadranty, kolikatého stupné je charakteristicky polynom uzavi-eného regulacniho obvodu.
Jestlize prizbeh hodografu vychézi z pocéatku je systém na mezi nekmitavé stability, jestlize projde
pocatkem pro néjakou nenulovou frekvenci, je systém na mezi kmitavé stability.

llustrace moznych prabéht Michajlovova hodografu pro charakteristicky polynom 3. stupng:

Im Im Im Im
A A A A

/_ \ » m » /—\\ > »
‘// Re 5/ Re // Re i Re

stabilni systém systém namezi kmitavé stability — systém namezi nekmitaveé stability nestabilni systém

Charitonowiv teorém

Rozhoduje o ahilité v pripade, Ze koeficienty a , i =0,1,...n charakteristického polynomu
a,(p)=a+ap+..+a,,p" +a,p" (4.21)

mohou nabyvat hodnot z intervalu a™" <a <a™ — a,(p,q) jetzv. ,intervalovy polynom* .

Charitonowiiv teorém:

Nechr pro intervalovy polynom a, (p, & ) jsou urceny 4 polynomy:

Q(p)=a" +a" p+a;™p’ +a™ P’ +..
Q(p)=a5" +a™ p+a;™ p® +a" p’+....

Qi(p) =™ +a™ p+a;"p*+a"p’ ...

QP =a™ +a ™ p+a p*+al®p’+... (4.22)
Potom charakteristicky polynom a,(p,a)ma stabilni koreny (poly) pro libovolné hodnoty
parametrii (vyhowujicich hrani¢nim omezenim) tehdy a jen tehdy, kdyZ vSechny cty/i polynomy
Q(p).Q(p).Q(P),Q,(p) spliuji Hurwitzovo kriterium stability.

Néstin dikazu: Pro p= jo sdanym o = o, apii @™" < a < a™ je mnozinahodnot intervalového polynomu

a,( jo,,a )dvourozméma mnozina viech komplexnich hodnot, vymezena obdénikem, jehoz vrcholy

(Remin {az} ’ Immin {az}) ,(Remin {az} ’ | mme {az}) ,(Remax {az}’lmmax {az}) (Remax {az}’lmmin {az})
po fad& odpovidaji polynomim Q,,Q,,Q;,Q,. i e[O,oo) obdéiniky deduji Michajloviiv hodograf.

Nyquistovo frekvenéni kriterium stability

e \/ychaz zteorie komplexni promeénné (Cauchyho princip argumentu, konformni zobrazeni).

e UmoZziuje analyzovat stabilitu uzavi-eného regulacniho obvodu na zakladé znalosti prizbehu
frekvencni charakteristiky otevieného regulacniho obvodu F, (j).

e Otevieny regulacni obvod miiZe byt stabilni, nestabilni ¢i na mezi asymptoticke stability.

Predpoklady:

1. F(p)jeraciondni funkce komplexni proménnép, p=o + jo srednymi koeficienty, ktera
je analyticka (diferencovatelnd) v celé komplexni roviné (Re p, jIm p) s vyjimkou svych pol.

2. V komplexni roving p existuje jednoduchd, spojita, uzaviena, kladné orientovana ( po sméru
hodinovych rucicek) kiivka I, , ktera obklopuje véechny poly anuly F(p).
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3. Z konformniho zobrazeni vyplyvé, Ze dosazenim hodnot komplexni proménné p, které leZi
nakiivcel”, do F(p), dostaneme v komplexni roviné (Re F(p) , jIm F(p)) jinou spojitou,

uzavienou kiivku T , kterou povaZujeme zazobrazeni F : T, — T , resp. T = F(T,).

Cauchyho princip argumentu:
Jestlize funkce F(p) ma P pdlii a Z nul obklicenych v roviné p spojitou, jednoduchou, uzavienou,
kladne orientovanou krivkou I",;, potom pocet obkliceni N pocatku roviny (Re F(p) , jim F(p))

krivkou I'c jeroven
N=Z-P (4.23)

pricemz kladny smer obkliceni (po smeru hodinovych rucicek) plati proN > 0
a zaporny (proti smeru hodinovych rucicek) plati proN< 0.

Definice, obkliceni* : Uzaviena krivka I" obklicuje dany bod komplexni roviny N - krét, jestliZe privodic
zdaného bodukbodupe I'" seotoci oUhel Nx 27 pii priichodu bodu p € I celou uzavienou kiivkou.

llustrace principu argumentu:
Uvazujme funkci F(p) = 1/(p+1), kterama jeden pdl azadnou nulu: P=1; Z=0.
Jako kiivku I',, ktera pol obklopuje, zvolme v komplexni roviné (Rep, j Im p) napt. kruznici se

stredem v pocétku a s polomérem r = /2.

Podle principu argumentu bude pocéatek roviny (ReF (p), jImF (p)) obklicen krivkou I'.
N-krét, kde N=Z—-P=0 -1=-1 (tedy 1x proti smeru hodinovych rucicek).

L ze se 0 tom presvédcit volbou nekolika bodii leZicich na kiivce I ajejich dosazenimdo F(p):

,  Imp 3 A IMmFp)
F(p):— 1
2 p+1
+ 1++/2
Rep 1 ReF(p)
+ Fp 1_\/5 —Te
pocéatek roviny F(p)
P=1,Z=0 N=Z-P=-1

Zvolime-li kiivku T", tak, Ze nebude obklicovat Zadny pdl a Zadnou nulu, nebude ani kiivka I'.
obkli¢ovat pocétek roviny F(p): N=Z-P=0-0=0.

VyuZiti principu argumentu pro analyzu stability uzavi'eného regulaéniho obvodu na zakladé
nalosti frekvenéni charakteristiky otevi'eného regulacniho obvodu F, (jo).
Prenos oteviené regulacni smycky zapiSeme s monickymi polynomy a,(p),b,(p) azesilenimK:

Fo(p)=Fs(p)FR(p)=%=K% (4.24)

87



Prenos uzaviené regula¢ni smycky :

K Po(P)
__ R _  a _  Kb(p)
P R (0 L (B a(p) Kb, (p) (429
a,(p)

Protoze o stabilite uzavieného regulacniho obvodu rozhoduje funkce 1+ F,(p) ve jmenovateli
prenosu (4.25), budeme aplikovat princip argumentu na funkci

F(p):1+F0(p):1+Kb°(p):ao(p)+Kb°(p) (E] (426)
a,(p) a,(p) P

Nuly této funkce jsou poly prenosu uzavieného regulacniho obvodu (4.25) a jegich pocet
ozacime Z!
Paly této funkce jsou totoné s pdly prenosu otevieeného regulacniho obvodu (4.24) a jgich pocet
ozacime P!
Ma-li byt uzaveny regulacni obvod stabilni, nesmi se v pravé komplexni polorovine koren:
nachézet Zadny pdl prenosu (4.25), a tedy Zadna nula F(p),t.zn. Z= 0.
Je-li oteviFeny regulachi obvod stabilni, nenachéz se v pravé komplexni polorovine koreni: Zadny
pol F(p) t. zn. P = 0; je-li nestabilni, bude P > 0 aje-li na mezi asymptotické stability nachazi
se poly F(p)naimaginarni ose.
Tato tvaha nas vede k volb¢ jednoduché, spojité, uzaviené, kladné orientovane kiivky I',, ktera
obklopi celou pravou (nestabilni) komplexni polorovinu kotrena F(p).
Prabeh kiivky I') zvolime tak, aby prochazela zdola nahoru po imaginarni ose a kiivku

uzavieme pies pravou komplexni polorovinu palkruznici o poloméru R — .
Vyskytnou-li se na imaginarni ose pdly, zahrneme je podminéné do levé (stabilni) poloroviny

obkrouzenim téchto polt zprava palkruznicemi re' |, 6 e [—%%} , opoloméru r — 0.

Im F(p)
F(p)=1+F,(p)

4P \ " R(P=F(p-1 +T;

)\

Pocatek roviny F(p)

Z principu argumentu vyplyva, Ze po konformnim zobrazeni kiivky I'; vznikne v komplexni
roving (Re F(p), jlm F(p)) uzaviend kiivka I'- , ktera obklici pocatek této roviny N =Z — P krét.
Protoze v3ak pro prenos otevieného regulacniho obvodu plati F (p) = F(p)—1, je tento pocet

obkli¢eni shodny spoc¢tem obkli¢eni bodu (-1, jO) Nyquistovo kiivkou Fo(p)|p:jw , ktera je
tvorena frekvencni charakteristikou otevieného regulacniho obvodu F, (jw) pro O<w<w a

jejim zrcadlovym obrazem pro zaporné frekvence F,(-jo) .
Poznamenegjme, Ze frekvenéni charakteristika v okoli pdli naimaginérni ose se bliZ k nekone¢nu
a pilkruznice o poloméru r — O se zobrazi ve frekvenéni charakteristice F, (jw) jako pitlkruznice
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spolomérem R — oo. O tom, jestli se uzavira pies pravou ¢ levou polorovinu (smysl orientace!!) se
musime piresvédcit dosazenim p=re’’ , 6 =0°, do F,(p).
O stahilite uzavieného regulacniho obvodu tedy muZeme rozhodnout na zakladé prabehu
frekvencni charakteristiky otevieného regulacniho obvodu, ktery maZe byt stabilni, nestabilni ¢i
na mezi asymptotické stability.
1/ Otevi‘eny regulaéni obvod je stabilni
V tomto pripadé nelezi Zadny pol prenosové funkce otevieného regula¢niho obvodu F,(p),
atedy i z&dny pol funkceF (p) v pravé komplexni poloroviné — P =0,
al Jestlize Nyquistovakiivka F,(jo) pro o € (—o0,) bod (-1, j0) neobklicuje, jeN =0
a uzavieny regulacni obvod bude stabilni, nebot’ bude mit v pravé komplexni poloroving
Z=N+P=0+0=0 nestabilnich pdlu.
b/ Jestlize Nyquistovakiivka F,(j®) pro e (- ,0) obkli¢i bod (-1, j0) napi. 2-krét
v kladném smyslu, je N = 2 a uzavieny regulacni obvod bude nestabilni, nebot’ bude mit
v pravé komplexni poloroviné Z =N + P =2+ 0= 2 nestabilni pdly.
¢/ Jestlize Nyquistova kiivka F,(jw) pro o € (— oo,oo) bude prochazet bodem (-1, jO),
uzavieny regulacni obvod bude na mezi stability.
2/ OteviFeny regulacni obvod je nestabilni
V tomto pripadé bude urcity pocet péli prenosové funkce otevieného regulacniho obvodu
F.(p), atedy i funkceF (p) lezet v pravé komplexni poloroving — P > 0.
al Jestlize Nyquistovakiivka F,(jo) pro o e (—o0,) bod (-1, j0) neobklicuje nebo pocet
obkliceni je N = -P, uzavieny regula¢ni obvod bude nestabilni, nebot’ bude mit v pravé
komplexni polorovine Z=N + P =0+ P =P nebo Z > 0 nestabilnich polu.
b/ Jestlize Nyquistovaktivka F,(jo) pro o e (- o,) obkligi bod (-1, jO) P-krét
v zporném smyslu, je N = -P a uzavieny regulacni obvod bude stabilni, nebot’ bude mit
v pravé komplexni poloroviné Z =N + P =-P + P =0 nestabilnich polu (pti prachodu
bodem (-1, jO) bude na mezi asymptotické stahility).
3/ OteviFeny regulacni obvod je namez asymptotické stability
Podminéné zahrnuti poli naimaginarni ose do stabilni poloroviny se sice projevi natvaru
Nyquistovy kiivky a poctu obkli¢eni bodu (-1, j0), ale postup pii vyhodnoceni stability
uzavieného regula¢niho obvodu se od predchozich pripadu nelisi.

Nyquistovo frekvenéni kriterium stability:

Nutnou a postacujici podminkou stability uzavieného regulacniho obvodu je poZadavek, aby
Nyquistova kfivka F,(j®) pro o € (—oo,o) obklicovala bod (-1, j0) v zaporném smyslu tolikrét,
kolik mé& otevieny regulacni obvod nestabilnich polii.

»

 JImF(jo) Pocet obkli¢eni bodu (-1, j0) Nyquistovo

kiivkou Ize jednoduge ur¢it jako
soucet poctu prasesiki této kiivky

s libovolnou pol opiimkou q vedenou
-1+j0 z obkli¢ovaného bodu.

P¥i souctu je respektovano znaménko
orientace kiivky v misté prasesika.

e
I
o

ReF, (jw) | Nauvedeném prikladu je pocet obkliceni
N =+2.
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Priklad 4.4.:
S pouzitim Nyquistova frekvenéniho kriteria stability analyzujte stabilitu uzavieného regulacniho obvodu, je i

otevieny regulacni obvod popsan prenosem
K
F,(P) = ———3 - Uvazijtet/i hodnoty zesileni K: K=5, K=8, K=20
(p+12)
Regent:

OteviFeny regulacni obvod je stabilni (P=0) a o stabilite ¢i nestabilité uzavieného regulacniho obvodu rozhodneme
podle poctu a orientace obklic¢eni bodu (-1, j0).

Nyquistovy krivky (Nyquistovy frekvencni charakteristiky otevieného regulacniho obvodu) jsou pro vSechny t
pripady zakredeny na nad edujicich obrazcich:

Myoquizt Disgram

Myoquist Diagrarm Myoquist Diagrarm
m 2 e 4
E, E, z
> = =
fix] (i I
= = =
4 ' o
2 0 2 4 2 0 2 4 & = 0 10 20
K=5: K=8: K=20:
Nyquistova kiivka neobkli¢uje bod Nyquistova kiivka prochazi Nyquistova kiivka obkli¢uje bod
(-1, jO), uzavi‘eny regulaéni obvod bodem (-1, j0), uzavieny reg. (-1, jO) dvakrat v kladném smyslu
bude stabilni: Z=N+P=0 obvod bude na mezi stability. (N=2), uzavieny regulaéni obvod
(K=8 je kritické zesileni) bude nestabilni: Z=N+P=2
(pdly: -3.7, 0.35%j2.35)
Priklad 4.5.:

S pouzitim Nyquistova frekvenéniho kriteria stability analyzujte stabilitu uzavieného regulacniho obvodu, je i
otevieny regulacni obvod popsan prenosem
10 10

a/ FO(p):(\/ép+l)(p—l) b/ FO(p):(\/ép—]_Xp+l)

Poznamenejme, Ze pro analyzu priibehu faze je vhodné oba prenosy | ze prepsat do tvaru s all-pass filtrem (3.62).

Regent:
al OteviFeny regulacni obvod je nestabilni (P=1). O stabilité ¢i nestabilité uzavieného regulacniho obvodu
rozhodneme podle poctu a orientace obkli¢eni bodu (-1, jO). Pro lepSi ndzornost uvedeme i Bodeho charakteristiky:

Bode Diagratm Pyoquizt Diggram
~ 20 2 : ,
)
L 0
= L]
=
[
_ 180 — <
& 85 - £
‘o 190 f---
& 95 |-
S 1| DA I S R R R :

107" 107" 10° 10" -10 8 -6 -4 2 o
Prabeh faze nelze odvodit z pravidel pro stabilni Nyquistova kiivka obkli¢uje bod (-1, jO) jedenkrét
aminimané-fazové systémy a musime jg spocitat: v kladném smyslu (N=1), uzavieny regulaéni obvod
P¥i nulové frekvendi je faze -180° a s rostouci bude nestabilni: Z=N+P=1+1=2,
frekvenci féze ngprve klesa a potom stoupa. (dva nestabilni pdly p;, =0.21+)2.27)
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b/ Otevi‘eny regulacni obvod je nestabilni (P=1) . O stahilité ¢i nestabilité uzavieného regulacniho obvodu
rozhodneme opet podle poctu a orientace obkliceni bodu (-1, j0).

Biode Diagram Myquist Diagram
— 20 . 2 . : :
2 :
L Of---
= l @
%‘ -2':' "": 'l'i'l‘l'l:'i"'T' §
= ' T P
. -180 £
£ -165 =
o -170 -
B 175
180 -
107 107" 107 10’
Pi nulové frekvenci je faze -180° a srostouci Nyquistova kiivka obkli¢uje bod (-1, jO) jedenkréat
frekvenci féze nejprve stoupa a potom klesa. v zéporném smyslu (N=-1), uzavieny regulaé¢ni obvod
bude stabilni: Z=N+P=-1+1=0.
(dva stabilni pély py» =-0.21j2.27)
Priklad 4.6.:
S pouzitim Nyquistova frekvenéniho kriteria stability analyzujte stabilitu uzavieného regulacniho obvodu, je i
2
otevieny regulacni obvod popsan prenosem F,(p) =
p(p+1l(p+2)

Regeni:
a/ OteviFeny regula¢ni obvod je na mezi asymptotickeé stability (nulovy pdl zahrneme do stabilni poloroviny P=0).
O stabilite ¢i nestabilite uzavireného regulacniho obvodu rozhodne pocet ( a orientace) obkliceni bodu (-1, j0).

Bode Diagram Myguist Diagram
. — 20 T T T T

Magnitude [dB)

Imaginary LAxis
=

= 0 T T T E /
a0 R O R s :
E’ B0 - 2l - - s =10 : / 1
= ' -
= -20 : : i : :

- B 0 0s 1 15
Otevieny regulagni obvod je stabilni, Nyquistova kiivka neobkliéuje bod (-1, j0), N=0,
minimalné-fazovy apribéh LFFCH Ize jednoduse uzavreny regulaéni obvod bude stabilni:
odvodit z LAFCH Z=N+P=0 (stabilni pdly : -2.5, -0.24+j0.85).

Poznamka:

Nekdy se miiZzeme setkat s regulachimi obvody, které jsou stabilni pri vySSim zesileni a nestabilni
pri sniZeni zesileni. Takovym systémuim /ikame podminéné stabilni.

Prikladem miiZe byt prenos otevieného regulacniho obvodu

3 2
F.(p)=K 0.2p3+1.5p2 +19p+1
p(p +30p° + 2p+1)

Urcenim poélu zjistime, Ze otevieny regulacni obvod je na mezi asymptotické stability (P = 0)

a o0 stabilité¢ uzavieného regulacniho obvodu rozhoduje pocet obkliceni bodu (-1, jO) a jeho
orientace. Pouzitim Matlabu dostaneme:

, ktery je stabilni pro K =20 a nestabilni pro K =1
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pro K=20 pro K=1

Myeuist Disgram Plyouist Diagram

1) A . ' ' ,
M=0 (nutno zvetsit) og| MNEHZ !
i = i
E £ ;
:\:_\. 1

SN e oo T - Fo—
= 1 = 1
[=7] 1 [n7] 1
E : E :
= : = ot q/ l
500 ' i
1] S0 15 -10 -5 1]

=300 -230 200 130 -100 =50

Nyquistova kiivka neobkli¢uje bod (-1, j0), N=0, Nyquistova kiivka obkli¢uje bod (-1, jO) dvakrét
uzavireny regulaéni obvod bude stabilni. v kladném smyslu, N=+2, Z=N+P=2+0=2,

uzavieny regulaéni obvod bude nestabilni.

4.4. Robustnost ve stabilité. Kritické zesileni, bezpeénost v zesileni a bezpe¢nost ve fazi.
ProtoZe uzavieny regulacni obvod by mél zastat stabilni i vzhledem k neurcitosti nominélniho
modelu fizeného systému (model redlného systému nezname presné, parametry redlného systému
se mohou v ¢ase ménit a pii tvorbé modelu to nerespektujeme...), je Zadouci vytvorit ndvrhem
reguldoru uréitou ,,bezpecnost” ve stabilité, kterou nazyvame robustnosti ve stabilite.
Z predchoziho vykladu vime, Ze uzavieny regulacni obvod se dostane na mez stability, jestlize
frekveneni charakteristika otevieného regulaénino obvodu F, (jw) bude pravé prochazet
kritickym bodem (-1, j0). To znamend, Ze pii n¢jake frekvenci o = ,,, apii zesileni otevieneého
regula¢niho obvodu K = K, bude platit

Fo(jOi: Kiir) = -1 resp, |Fo(ja)krit Kt )| =1 a ag F(jo. Kg)= -180° (4.27)
Robustnost ve stabilité zavisi na prabéhu F, (jo) v okoli kritického bodu a je definovéana dvéma
parametry, charakterizujicimi bezpec¢nost v zesileni 1/ K a bezpe¢nost vefaz y .
Bezpecnost v zesileni 1/ K
Je definovana jako multiplikativni konstanta, kterou |ze zmenit zesileni otevieného regulacniho

obvodu K tak, Ze uzavreny regulacni obvod se stane nestabilnim ( zesileni bude kritickeé).
Bezpec¢nost veféz y

Je definovana jako fazové zpozdeni y , které po zavedeni do otevieného regulacniho obvodu
Zpusobi, Ze uzaviceny regulachi obvod se stane nestabilnim.

A
ImF,

Bezpetnost v zesileni a ve fazi v komplexni roviné

F,(jo)

jednotkova kruznice

» ReF,

F,(jo,K) ... frekveneni charekteristika pii ngjakém zesileni K

F,(jo,K,,,) frekvenni charakteristikapi kritickém zesileni K = K

s bezpecnosti v zesileni 1/ K, abezpetnosti ve fézi y

krit
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Bezpeénost v zisku a bezpeénost ve fézi v logaritmickych soufadnicich (Bodeho apr oximativni LAFCH)

. 4
|F0(Ja))|dB
20logK | é\\‘ . |20I09(1/ K0)| ... bezpetnost v zisku
0dB o >
log w
20l0gKy 1 Do N - \
E i \‘\\\4_——<|Fo(jw!Kkrit)|
0
Al l ! F,(jo. )
0 ’ >
: log w
90 + .........................................................................................

-180

y\

o0 | bezp. vefézi... |y| ...........

Z uvedenych schémat vyplyvd, Ze pro vypocet bezpecnosti v zesileni je nutné zjistit kritickou
frekvenci o, : arg F,(jo,,) =—180° aamplitudové zesileni pri této frekvenci K, =|F, (jo)|-
Pro vypocet bezpetnosti ve fézi je nutné urcit frekvenci w,: |F,(jo,)|=1 a fézi prenosu
otevieného regula¢niho obvodu pii této frekvenci ¢(w,)=argF,(jo,) .

Vypodet bezpecnosti v zesileni 1/Ky a kritického zesileni Kyit

1/ Kritickou frekvenci w,;, ur¢ime z podminky: ImF, (jw,,)=0 neboarg F,(jo,;) =—-180°

2/ Viypocteme K, = |F,(jay, )| = ReF, (jo,;) @ bezpecnost v zesileni 1/ K,

3/ Mel-li otevieny regulacni obvod zndmé zesileni K, kritické zesileni je Kyt = (U/Ko)K.
(Obecne urcime Kyt zrovnic (4.27 ) nebo pomoci Hurwitzova algebraického kriteria stability).

Vypodet bezpe¢nosti ve faz y

1/ Frekvenci w,, tj. frekvenci pri které protina F, ( j») poprve jednotkovou kruznici a LAFCH
protind osu 0dB, urcime z podminky |F, (jo,)| =1

2/ Ur¢ime-li fazi prenosu otevieného regulacniho obvodu pri o,, 1ze bezpecnost ve faz y
wyjédrit jako dopliikovy hel do-180% y =180° +argF, (jo,)

(Obwykla doporuéeni pro volbu bezpe¢nosti v zesileni a ve fazi jsou : 1/Ko>2, y > 40%)

Vaimnéme si, Ze bezpecnost ve fazi y lze také interpretovat jako maximalné pripustnou velikost
dopravniho zpozdéni 7., , zavedeného do prenosu otevieneho regulacniho obvodu ¢lenem
e '”am= i kterém se stane uzavieny regulagni obvod nestabilnim. ProtoZe pro thel bezpegnosti
ve fézi plati ¥ = w,7 4, [rad], miZeme pii zndmém y urgit toto dopravni zpoZdeni ze vztahu
Tama =7 @ (4.28)
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Z uvedeného wyplyva, Ze pro analyzu stability a robustnosti ve stabiliteé regulacnich obvod:
s dopravnim zpozZdénim je prakticky pouzitelné pouze Nyquistovo frekvenéni kriterium stability.
Frekvencni prenos oteviceného regulacniho obvodu s dopravnim zpozdénim | ze zapsat ve tvaru

F,(jo)=F,(jo)e " (4.29)
Je tedy pouze nutné konstruovat Nyquistovu krfivku pro Eo(jco), kterou ziskame z F,(jo)
pootocenim kazdého bodu frekvencni charakteristiky o Uhel -wt, po kruznici se stredem v
pocétku a polomeru |F, (jo)|.

Priklad 4.7.:
Urcete bezpecnost v zesileni, bezpecnost ve fazi a kritické zesileni, je-li prenos otevieného regulacniho obvodu
2
F =
Regent:
. 2 1-30?) + j(0° - 30 . . .
F(jo) =2 AL )0 30 gop (j4)4 jimE, (jo)
(ja)) +3(jw) +3]co+1) 1-30°) +[Bo—-—w~)

|Fo(jw]:(\/l—i2f

Vypodet bezpednosti v zesileni /K,
Y ImF,(jo,,)=0 > o}, -30,, =0 > o, =*++3 rad/sec

2
— Bezpetnost v zesileni: /K= 4

2/ K0:|F0(ja)krit)|: m:\/gzz
(\/1+ »’
Kritické zesileni K, = (1/K,)2=8
Vypocet bezpecnosti vefazi y
) 2 1 1
U |F(jo)|=1 > ———5=1 > 2=(1+02)? - Va-1=0} — w,=0.77 radisec
(,/1+ wé)
. J7)\1
2/ Bezpetnost vefazi: y =180° +argF, (jw,) =180° — 3arctg (OTJ@ =67.2°
T
Matlab (Margin):
Bode Diagram
Gim=12dB (at 1.73 radizec) , Pm = 67 6 deq (at 0.766 radfzec)
SI:I T T AL T T L T T L T

Phaze (deq) Magnitude (dB)
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4.5. Metoda geometrického mista koreni (GMK)
Metodu geometrického mista korenti (GMK) zaved! v r. 1948 Evans jako grafickou proceduru
pro zobrazeni zmén rozloZeni kotent néjakého polynomu v komplexni roving v zavislosti na
zmeéné n¢jakého parametrul.
Nejcastejsi pouziti metody GMK vychézi ze znalogti rozloZeni nul a polt prenosu otevieného
regula¢niho obvodu (4.24),

H( p-2)

F,(p)= K 2P _ i (4.30)
a
o(p) H( p-p )

pricemZz je sledovan vliv zmén parametru K,K e(0,0) na rozloZeni poélu uzavieného
regula¢niho obvodu.
Pripomeiime, Ze parametr K ma vyznam statického zesileni v piipadé, Ze polynomy
a,(p),b,(p)maji prosté ¢leny rovny 1. Jsou-li oba polynomy monické (koeficient u nejvysSi
mocniny je 1), Ize je rozloZit na sou¢in korenovych cinitelt a v tomto piipadé je K je obecnym
parametrem.

Motivacni priklad:

UvaZzujme uzaviceny regulacni obvod dle nasledujiciho schéma, kde systém ma dva redlné, rizné
stabilni poly —p,,—p, azesileni K je zndzornéno oddélenym blokem (¢arkované je vyznacena
moznost jeho piresunu pred souctovy uzel):

Fs(p):

(p+p)(p+p,) [T—*

Lze tedy akceptovat, Ze pro K =0 je zpétna vazba , pieruSena’ a GMK piedstavuji dva redlné,
razné poly —p,,—p, prenosu otevieného regulacniho obvodu

K
E (p) =
P = ) (P p)

K=0 Imp

-Ps P2 Rep

Pii K >0 jezpstnavazba ,uzaviena' apro K e(0,0) bude GMK vytvéreno polohou poli
Vv pienosu uzavieného regulacniho obvodu
E (p)=—rolP) _ K _ K
LR (P R)(PHp)+ K pPH(pt p) P PP, K
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Poly uzavieného regulacniho obvodu p;, zavisi nahodnoté zesileni K, ajsou urceny vztahem:

2
. —(P+P)E(P—P,) —4K —(p,+p,)EVD
pl,Z(K): ( - 2) \/(2 2) = (pl 22) ; D:(pl_p2)2_4K
Diskriminant D zévisi na parametru K ajeho hodnota uréuje, zda budou pdly uzavieného

regula¢niho obvodu reélné riizné, realné nasobné ¢i komplexne sdruzené.

2
Pro0< K < @ je D >0 apdly pj,(K) jsou redlné rizmé.
2
Pro K = @ je D =0 adostdvame dvojnasobny realny pol p; = p, :—@.
2
Pro K > @ je D <0 a pdly p;,(K) jsou komplexné sdruzené.

Geometrické misto kotrent pro K € (0,%0) je vyzna¢eno na nasledujicim obrazku.

Imp
K— o +
K=0 K=0
A A >
x—{b<—x > Rep
pr -P2
K:(pl_pz) 1

Pély vychézeji pti K =0 z péla otevieného regulacniho obvodu, probihaji nejprve po redlné ose,
kde dochéazi k vétveni apro K — o« sejgjich imaginérni ¢ést blizi k nekonecnu. Poly zastavaji
pro libovolné K v levé komplexni poloroviné a uzavieny regulacni obvod je stabilni.

Hledejme nyni rovnici popisujici tvar GMK v obecném pripadg.

Rovnice geometrického mista korenii a zakladni pravidla jeho konstrukce.
Uvazujme striktné ryzi prenosovou funkci oteviceného regulacniho obvodu s monickymi
polynomy a,(p) a b,(p), st a,(p)=n, stb,(p) =m, m<n a parametrem K,K €(0,x)

ﬁ(p—zj)
Fo(p)=Fs(p)Fr(p)=Kb°(p) =K-L= (4.31)

a,(p) H(p_pl)

i=1
Monické polynomy Ize rozloZit na soucin korenovych ¢initelt se specifikovanymi hodnotami
npola p, i=%.n amnuz, j=L.m.

Prenos uzavi-eného regulacniho obvodu je

Kk Po(P)
_RMm® _ a( _  Kb(p)
S ) e (B 1o BB a(p)+ Kby () e
a.(p)
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Porovnanim prenosu otevieného a uzavieného regulaéniho obvodu zjistujeme, Ze
e ,poloha" nul se uzavienim zpétné vazby nemeni
e ,poloha* pdlu se uzavienim zpétné vazby meni, zavisi na parametru zesileni K aje dana
feSenim charakteristické rovnice uzavieného regulacniho obvodu

a,(p + Kb P =0 esp. 1+ K= =0
( ) o( ) r ( )

(4.33)

Definice GMK:
Geometrické misto korenii je definovano jako takova mnozina komplexnich cisel { p}, které pro
VK , K (0, ) vyhovuje rovnici GMK:

1+ k 2P _g (4.34)
a,(p)
Rovnici GMK zapiSeme ve tvaru
b __1_ ‘i gl k=0,1,.... (4.35)
a,(p) K |K
Po rozdéleni na absolutni hodnotu afazi dostdvdme pro GMK dvé rovnice
by(p)| _ 1 {b (p)}
- =— a agq— =argib (p){—argia,(p){ =x(2k+1)x (4.36)
a,(p)| K a,(p) B (P); {2, (p)) = (2 +1)

Rozkladem polynomiz na souéiny korenovych ¢éiniteliz dostdvame rovnice GMK ve tvaru

m

H|p—zj|

bo(p)|_ j=1 1

=L = (4.379)
|a,(p)| I1lp-pl K
arg{%}:iarg(p—zj)—iarg(p—p,):i(2k+1)n, k=0.1,.. (4.37b)

Aby néjaké komplexni ¢ido p bylo prvkem GMK, musi existovat takové K > 0, Ze je spinéna
rovnice (4.37a) a souc¢asné faze (4.37b) musi byt lichym nasobkem 7 .

Pro orienta¢ni uréeni pribéhu GMK bylo odvozeno z rovnic GMK nékolik pravidel pro jeho
konstrukci a neni tedy nezbytné ieSit tyto rovnice (pro exaktni reSeni Matlab: rlocus).

Zakladni pravidla pro konstrukci GMK (K > 0):

1/ GMK vychéz z pdli prenosu otevirFeného regulacniho obvodu pii K =0 a koné¢i v jeho
nuléch pii K — .

. b,(p)| 1_ o .
Dikaz K =0: =2 =—=o < a(p)=0 (feSenim jsou paly)
a,(p)| K *
K=w: 6,(P) :i:O < b (p)=0  (feSenim jsou nuly)
a,(p)| K

Duisledek:
GMK sestava z n veétvi vychazejicich z pdla, pifi¢cemz mvétvi konéi v nulach a n—m vétvi
se asymptoticky bliZ k o ( , k neviastnim nulam®, , k nulam v nekone¢nu®).
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2/ (n—m)asymptot GMK se protina na redlné ose v bodé g

2P =27
q:%; p;,Z; jsou ¢iselné hodnoty pdli a nul, n-mjerelativni 7ad F, (p)

(n—m) asymptot GMK svira sredlnou osou Uhly «,
a+(-227

a =——>, [=1,2,....n-m
n—m

3/ GMK je symetrické viiéi redlné ose
4/ GMK probiha po realné ose VLEVO od LICHEHO pocétu nul a pdli

5/ Body, kde GMK opousti nebo piichazi narealnou osu, jsou uréeny i‘eSenim rovnice

n

i1 P—-P = P-Z

6/ Praseciky GMK simaginarni osou (nastavaji pro K = Kyit) uréime dosazenim p= jo do
rovnice GMK.

7/ Pron-m2>2:
Soucet hodnot pdli oteviFeného reg. obvodu = soucet hodnot pdli uzaviceného reg. obvodu

8/ Otevi‘eny reg. obvod ma alespori jeden pdl v poc¢atku (astatismus):
Sou¢in hodnot pdli otevifFeného reg. obvodu = sou¢in hodnot pdli uzaviFeného reg. obvodu

Pravidla konstrukce GMK ilustruje nekolik /eSenych prikladi: (Matlab, rlocus):

. Root Locus i I p Fo(p) —K 1

| 1)°
4t :
kK =18 (kritické zsileni) ; ( )
"—\-\.\_\_“ 1

: Relat. tad n-m =3 (3 nuly ,, nevlastni*)
e Gl —- 3 vétve, 3 asymptoty, q=(-3-0)/3=-1

! [ ahly asymptot: 60° 180°, 300°
Prasecik simaginarni osu pii K=8 (krit. zesileni).
Zjisteni libovol ého pélu uzavieného reg obvodu a
piislusného zesileni : Matlab, rlocfind.

Imaginary Lxis
(]

2t

4L : ]

-2 -1 ] 1

p+3
F(p=K—P2
RDDTLDCI:,IS T Irn p O(p) (p+1Xp_|_2)

b Rela. ¥&d n-m =1 (1 nula, nevlastni“)

' 2 vétve, 1 asymptota s thlem 180°

1 bod kde GMK opousti Re p

' 1 bod kde GMK ptichézi naRep

1t - GMK prochézi po Re p vievo od lichého poctu nul
0 apdli, musi kongit v nulach, a proto opousti Re p

aopét se vraci na Re p v pripustné oblasti.

Imaginary &xis
(o]
(I
o |
[aul
=¥
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p+5
p’ +2p+ 2Xp+1)

Relat. tad n-m =2 (2 nuly , nevliastni* )

3 vétve, 2 asymptoty s thly 90°, 270°

1 vétev GMK vychézi z redlného pélu -1
asméiuje do , vlastni“ nuly s hodnotou -5

2 vétve smetuji do nestabilni oblasti, kde se
nachézeji asymptoty, protingici realnou osu
v bodé g = +1. Uzavieny regulacni obvod bude

stabilni pro K<K | .

10

Fo(p) =K
(

Foot Locus Tlm p
-k

Ok

Imaginary &xiz

5t

_1|:| 1 1
=)

p+05
F.(p) =K
| | RDDTILDCUS Tlr‘np 0(p) (p2+2p+2Xp+1)

. asymptota - .
2 ymp Oproti predchozimu je zménéna nula pienosul.

3 vétve, 2 asymptoty s thly 90°, 270°

UJN—F—E} --------------- —T= 1 vétev GMK vychéazi z rediného pdlu -1
| Re p a smtuje do viastni nuly s hodnotou -0.5
|

Imaginary Axis

2t . 2 vétve smefuji ve stabilni oblasti k asymptotam,
které protingji redlnou osu v bodé q=-1.25.
4 | . . Uzavieny regulatni obvod bude stabilni pro

i -05 1] 0.5 libovolné K.

ProtoZe pirenos otevieného regulacniho obvodu je dan soucinem prenosu znamého fizeného
systému F¢(p) a prenosu navrhovaného regulétoru F, (p), je ziejme, ze metoda GMK bude

Gcinym néstrojem zejmeéna pro volbu struktury regulédtoru z hlediska “tvarovani” prabéhu GMK
zavedenim nul a péla reguldtoru k danym nuldm a pélim fizeného systému.

Tvar GMK reprezentuje moZnou umistitelnost polt uzaviceného regulacniho obvodu zvolenym
typem regulétoru a rozhoduje nejen o stabilité uzavieného regulaéniho obvodu, aei o dalSich
vlastnostech, které poZadujeme od chovéni uzavieného regulasniho obvodu.

Piiklad 4.8.(nereSeny):

Pouztim metody GMK ukazte, Ze pro stabilizaci netlumeného linearniho harmonického oscilatoru s p/enosem

_Y() _
FS’('D)_U(lo) p?+1

ani P regulétor s prenosem F(p) = K

nemize byt pouzit

1/T
ani Pl regulétor sprenosem F(p) = K (p+—/'] T, >0
p

T

Pro 7izeni systému je vhodnou volbou PD reguldtor s prenosem F,(p) = K (1+ D pl] , Tp,t >0, 7 <T,,
TP+

ktery do otevieného regulacniho obvodu zavede jeden stabilni pdl a jednu stabilni nulu

1 T,
nebo PID regulator sprenosem F(p) =K | 1+— +D—p ,
Tp 7p+l
ktery do otevieného regulacniho obvodu zavede jeden stabilni pdl, jeden nulovy pdl a dvé stabilni nuly.



| kdyz se miiZze zdat nel ogické zkoumat prizbéh GMK pro zaporné hodnoty K (coz odpovida
regulacnimu obvodu s kladnou zpétnou vazbou), nékteré tlohy navrhu regulatorii mohou vést
i k takovému ieSeni, a proto se budeme zabyvat i touto variantou GMK.

Rovnice GMK a zé&kladni pravidla pro jeho konstrukci (K <0):

Rovnice GMK (4.34) ma v tomto pripadé tvar

b,(p) b,(p) 1
1-K=>=—-—-==0 resp. o= (4.38)
a,(p) a(p) K
Po rozdéleni na absolutni hodnotu a fézi dostavame oproti (4.36) pouze zménu fazové podminky
b
arg{%}zarg{bo(p)}—arg{av(p)}=o, (439)

zatimco podminka pro absolutni hodnotu prfenosu zistdva nezménéna:

= (440

—~
o

I
'_\

Pro konstrukci GMK musime tedy upravit jen ta pravidla, kterych se tyka zména fazové
podminky:

Pravidlo 2/ (n—m)asymptot GMK svird srealnou osou uhly «,
(1-1)2x

a =—7", | =1,2,....n-m
n—-m

Pravidlo 4/ GMK probiha po redlné ose VLEVO od SUDEHO po¢tu nul a péli

Odtatni pravidla se neméni

p-1

Priklad 4.9.:  Je dan prenos otevieného regulachiho obvodu F ( p)= K
Prldadas.  Jednpremsaes P e Dp+ (02

Zakredete GMK pro K>0 a K< 0!

K>0 K<0

Root Locus

Foaot Locus

Imaginary Lxis
(|
Imaginary Axis
(o]
]
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5.DISKRETNI LINEARNI DYNAMICKE SYSTEMY

Dosud jsme se zabyvali spojitymi lineérnimi dynamickymi systémy (LDS), tj. systémy spojitymi
v ¢ase i v Urovni. Predpokladali jsme, Ze budou fizeny n¢jakym spojitym reguléaorem, tj.
systémem, jehoz vstupem i vystupem jsou funkce spojité v ¢ase. Regulaéni obvod meél tak
vSechny ¢asti popsané spojitymi modely LDS a vSechny veli¢iny byly spojité v ¢ase.

5.1. Regulaéni obvod pri diskrétnim Fizeni spojitych LDS

Pri fizeni spojitych LDS ¢islicovym pocitacem je situace komplikovanéjsi, nebot’ ¢islicovy
pocita¢ simplementovanym diskrétnim algoritmem fizeni je propojen se spojitym fizenym
systémem pires A/D a D/A pievodniky.

A/D prrevodnik na vstupu pocitace - povazujeme jej za idealni vzorkovac, ktery pievadi spojity
vystup y(t) a referencni signdl w(t) skonstantni periodou vzorkovani T,, na funkce diskrétni

véase y(KT,), w(kT,), definované pouze v diskrétnich ¢asovych okamzicich t=KkT,,
k=0,1,...

D/A prevodnik na vystupu pocitace - ma za Ukol prevadét vypoctené diskrétni hodnoty tizeni
u(KT,) skonstantni periodou fizeni T, na spojity fidici signdl u(t). Vychézime-i z funkce
obvykle pouzivaného D/A prevodniku, ktery kazdou vypoctenou hodnotu Fizeni pridrzuje
konstantni po dobu periody fizeni T., modelujeme D/A pievodnik jako idealni vzorkovac
v sériovém spojeni s t.zv. tvarovacem nultého radu, jehoZ vystupem je spojitd, po céstech
konstantni funkce u(t). ProtoZe tvarovat reaguje na posloupnost fidicich pulsi, jeho funkce je
reprezentovana integratorem, ktery se vynuluje po uplynuti periody fizeni. Lze jg tedy popsat
Spojitym pirenosem

FTV(p) :ip(]__e‘PTf)_ 5.0

Po céstech konstantni fizeni u(t) je nasledné piivadéno na vstup spojitého tizeného systému,
popsaného spojitym prenosem Fg(p). V téo souvislosti se nabizi otézka, neni-li po ¢éstech
konstantni fizeni u(t) pouze hrubou aproximaci spojitého fizeni které bychom ziskali,
kdybychom stejny systém ridili spojitym regulatorem? Nemame se snaZit o presnéjsi
rekonstrukci spojitého tizeni u(t) z diskrétnich hodnot fizeni u(kT,) ve smyslu Shannonovy
véty o rekonstrukci spojitého signdlu z jeho diskrétnich hodnot? Z hlediska diskrétniho tizeni
systému je vSak dulezity pouze G¢inek ridici veliciny na systém a je tedy vhodné modelovat
Fizeny systém jako soucin prenosu tvarovace nultého 7&du a prenosu rizeného systému, coz
automaticky bere do Uvahy neidealni rekonstrukci spojitého fizeni.

Poznamenejme jedté, Ze cinnost A/D pirevodniku i D/A pievodniku je fizena hodinovymi pulsy,
které budeme v dal§im povaZovat za synchronni a budeme uvaZovat i rovnost periody
vzorkovani T, a periody fizeni T, pod spolecnym oznacenim T =T, =T..

Regulagni obvod pii diskrétnim fizeni spojitého LDS je uveden na nésledujicim schéma:
(z diivodu jednoduchosti a piehlednosti je odhlédnuto od skutecné hardwareové realizace)

D/A pievodnik
; _ _ : -
Ref. Algoritmus ! Tvarovaé ' Spojity
signd S fizent L ] 0-téno0 : LDS
w(t) w(kT) e(kT) u(kT): tadu ! u(t) y(t)
Y(KT)

101



Spojity referenéni signél je oznaten w(t), spojity vstup Fizeného systému u(t) a spojity vystup
y(t). Vzorkovanim referenéniho signélu resp. vystupu A/D prevodnikem dostavame funkce
diskrétni v ¢ase w(KT) resp. y(KT) a po jejich odesteni diskrétni regulacni odchylku e(KT).
Diskrétni algoritmus fizeni maZe byt zastoupen diskrétnim prenosem regulétoru Fy(z), ktery
budeme pozdgji definovat pomoci Z -transformace pomérem Z -obrazi diskrétni funkce u(KT)
a e(KT) pii nulovych pocétegnich podminkéach.

Funkci tvarovate jsme jiz vysvétlili ajeho spojity prenos je dan vztahem (5.1).

V regulacnim obvodu se tudiz vyskytuji jak cleny pracujici ve spojitém case, tak i cleny pracujici
v diskrétnim case a analyza diskrétnich regulachich obvod:i i navrh diskrétniho algoritmu rizeni

s budou vyZadovat pouzti néjakéno konzstentniho matematického popisu pro oba typy teéchto
clenii. Zavadi se proto Laplaceova transformace i pro funkce diskrétni v case - Z-transformace.

Existuji dva principidlné odliSné ptistupy k navrhu diskrétniho algoritmu fizeni (prozatim
uvazujeme model vnéjSiho popisu):

1/ Vytvotime diskrétni model F (z) pro sériové spojeni prenosi fizeného spojitého LDS
atvarovate 0. fédu dané souginem F¢(p)F,, (p) aprovedeme piimy navrh diskréniho
reguléatoru F(z).

Navrh regul&oru oviem piredpoklada pouziti néjaké navrhové metody, ktera by méla byt
podloZenateorii diskrétniho ifizeni LDS.

2/ Vyjdeme ze znalosti spojitého modelu Fg( p) tizeného LDS anavrhneme spojity regulator
Fr () s pouZitim n&jaké navrhové metody podioZenou teorii spojiténo Fizeni LDS.
Nésledn¢ provedeme diskretizaci navrZzeného spojitého reguldtoru F,(p)—22—F;(2).

(V tomto pristupu, narozdil od predchoziho, funkce tvarovace nemusi byt apriorné bréna do
Gvahy, piestozeji v regulatnim obvodu vykonavd).

Intuice ndm tik4, Ze diskrétni systém se bude chovat jako spojity systém pri dostatecné malé
periodé vzorkovani T apiirozené si mizeme klast otazku, zda mé viilbec smysl vytvéiet néjakou
teorii diskrétniho fizeni LDS a pro¢ pii navrhu diskrétnich reguldtorti nepostupovat vzdy podle
druhého pristupu?

Na otazku odpovida napi. navrh diskrétniho regulatoru skonecnym poctem krokii regulace
(dead-beat control), ktery nenachézi paralelu u spojitych reguldtori s naslednou diskretizaci.
Jako formdlni ilustraci uvaZzujme spojité a diskrétni tizeni skokové odezvy polohového
servomechanismu, reprezentované napf. pozadovanym Uhlem natoceni ¢, hiidele

stejnosmérného motoru fizeného do kotvy - viz Priklad 2.5.
Blokové schéma spojitého regulacniho obvodu je na nésledujicim obréazku:

A 9 € Regul &tor ! Polohovy servomechanismus o(t)
FR(p) Fs(p): qD(p): K >
L, U(p) pa(p)
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K danému systému s pienosem Fg(p) byl navrzen ngjaky spojity regulétor s prenosem Fi(p).
Typicky prabéh skokové odezvy vystupni veliciny ¢(t) a prabsh spojitého fizeni u(t)
V uzavicené regulacni smycce je zndzornén na nasledujicim obrazku:

wiystup  #

ult) =2

Step Response and control variable

1.3

‘f/ wystup

T -

0.3

Amplitude

o e e e S e e e e e S e e P

a5 ] ] 1 ] ] ]
u] 1 2 3 4 5 [+ 7 g

Budeme-li poZadovat misto spojitého (analogového) reguldoru ¢islicovy reguldtor, mizeme
postupovat pristupem ad 2/ a diskretizovat navrZzeny spojity regulator. Spojité rizeni systému
bude nahrazeno po ¢éstech konstantni funkci a pii dostatecné malé periodé fizeni se spojita

V obou pripadech v3ak bude platit, Ze ¢, = Itimgb(t) resp. ¢, = II(imgi)(kT) !

V 9. kapitole, zabyvajici se klasickymi metodami syntézy, ukaZeme na navrhu diskrétniho
reguléoru s konecnym poétem kroki regulace, Ze pristupem ad 1/ miazZe byt poZadovana hodnota
regulované veliciny dosaZzena za ,minimani pocet kroku regulace”. ProtoZze perioda T je
konstantni, jedné se vlastné o ¢asove optimélni fizeni ...

Na nésledujicim obrézku jsou znézorngny pribehy diskrétniho fizeni u(KT) a skokové odezvy

vystupni polohy ¢(t) spojitého servomechanismu pti dvou-krokové regulaci na poZadovanou
konstantni hodnotu ¢, =1:

=poj. vystup ;
ukT) T Step Responze and control variahle
B I Konecny plcncet krok rlegulace |':I'=I 1sec., 2 kr'*nkyj
/ wystup
"I ______ L - -
& /
=
[~ OFE-----F----
5
-+ P uikT) dvoukrokove rizeni -
2 1 1 1 1 -
n] 2 4 [+ g 10 t‘1% KT

Oproti predchozimu grafu vidime, Ze pii ndvrhu reguldoru skonecnym poétem kroka regulace
dosahl spojity regulovany vystup polohového servosystému druhého fadu poZadované ustalené
hodnoty jiZ za dvé periody fizeni, tedy za dvé vtefiny a na poZadované hodnot¢ jiZ trvale zastava
Rizeni je po dvou periodach nulové.

Pri diskrétnim tizeni spojitych systému se setkame s dalSimi jevy v regulacnim obvodu, které je
nutno vzit v Gvahu pii navrhu diskrétnich regulatora:
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al Casova zavidost (t-variance)

Vyplyva ze skutecnosti, Ze vzorkovani atizeni je taktovano hodinovymi pulsy pocitace, kdezto
externi signal (referencni signél, porucha) miaze zacit ptisobit v libovolném ¢asovém okamziku

t, te[KT,(k+1T], k =0,1,.. Odezvy na externi signédly jsou tedy obecné ¢asové posunuté vici
okamzikam vzorkovani (fizeni) a hodnoty vzorkovanych veli¢in jsou funkci ¢asového posunu.
Tento efekt se zmenduje s volbou kratSi periody T .

b/ Aliasing

Tento efekt vznikd v dusledku nedodrZeni vzorkovaciho teorému, ktery vyZaduje, aby
vzorkovany signal byl vzorkovan s frekvenci w,,, ktera musi byt rovna alespon dvojnasobku

t.zv. Nyquistovy frekvence o, , dané Sitkou frekvenc¢niho pasma vzorkovaného signalu.

Jek ukézeme v odstavci 5.10., vzorkovanim spojitého signdlu y(t) sfrekvenénim spektrem
Y (jo), (Y (jo) je Fourrierav obraz y(t)), vznikne vzorkovany signdl y"(t) jako diskrétni
posloupnost {y(kT)}. Frekvenéni spektrum vzorkovaného signdu  Y*(jw)vSak bude jedté
obsahovat vedlejSi spektra posunutéa o ndsobky vzorkovaci frekvence k o, :

Y*(jo) :Ti S Y(jo+ jkoy,) (5.2)

Neni-li dodrZena podminka o, > o, , potom dojde k prekryti spekter, ve vzorkovaném signalu

neni jiz mozné separovat prispévky od jednotlivych frekvenci a vznikaji jakési zdanlivé
(aliasing) frekvence, které systém vlastné negeneruje. Predstavime-li si, Ze diskrétni regulétor
bude odvozovat tizeni ztéchto zdanlivych prabéht vzorkovanych veli¢in, je nutné vzniku
aliasingu zabranit vybérem vhodné periody vzorkovani a odfiltrovanim vysSich harmonickych
jedte pred vzorkovanim (navrh anti-aliasingového spojitého filtru — nizkofrekveneni propust se
zlomovou frekvenci menSi nez o, /2).

Uvedeme prakticky priklad: Do vymeéniku je piivadéna pies regula¢ni ventil horka para a ohiiva
protékajici vodu. Tlak pary ve vymeéniku se méti analogové a teplota ohtivané vody diskrétné se
zvolenou periodou vzorkovani T = 2 min. Teplota vody je udrZzovana na poZadované hodnoté
diskrétnim regulaorem, ktery ridi otevieni ventilu v zavislosti na odmeiené teplotni odchylce od
pozadované hodnoty. Regulace probiha uspokojivé az do okamziku, kdy se kuzelka
v opotiebovaném ventilu trochu uvolni, rozkmita a zpasobi oscilace v ptivadéném mnoZstvi
pary, a tedy i oscilace vtlaku pary a v teploté vody, protoZe tlak pary a teplota vody jsou
fyzikaln¢ vazané veliciny amely by oscilovat se stejnou frekvenci.

Situace je zndzornéna na nasledujicim obrazku spolu se zaznamy meéieni tlaku a teploty:

Privod pary u PoZadovana teplota
) ) ) Diskrétni
Analogové méreni tlaku pary —|<‘"" regulétor € ?'
T

Cerpadio
Diskr. méieni teploty
Studena H;0 ( ) M
~ TeplaH,0
Tlak pary l Teplota
4 2.11min vymenik 1 38min
> L , t=KT
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Ze zaznamu diskrétniho meéfeni teploty, usuzujeme na periodu oscilaci teploty asi 38 minut,
avSak z analogového meteni tlaku zjistujeme periodu oscilaci 2.11 minut.

Nevhodnou volbou periody vzorkovani teploty T = 2 min. vznikl aliasing...

Presvédcime se o tom vypoctem frekvence vzorkovani o,, afrekvence oscilaci tlaku pary o, :

_2_71 2

o =3.142rad/min, o, =——=2.978rad/min.
2 211

vz

Vzorkovaci frekvence nespliiuje poZzadavek dvojnasobku frekvence spojitého signdlu (oscilace
tlaku), spojity signal je reprezentovan frekvenci vétSi neZli je Nyquistova frekvence
(oy =w,12). Ve vzorkovaném signalu dochézi k periodickému piekryvani frekvencnich
spekter v okoli nasobkt vzorkovaci frekvence ( o = ko, T w,) anejnizsi aliasing frekvence je
4 =0, —o, =0.1638rad / min , coz odpovida odmeiené (aliasingove) periodé oscilaci teploty
T, =2/, =38min. Oscilace teploty jsou fiktivni, avSak reguléator podle nich fidi privod pary
aregulace teploty je nefunkéni!

w

Jedte jeden priklad:

Pozadujeme-li , aby ve vzorkovaném fetovém signdlu byly zastoupeny frekvence eknéme do
11kHz, musi byt spojity fecovy signd vzorkovan se vzorkovaci frekvenci alespon 22kHz a
navic je nutné zaradit do kandlu spojitého signalu dolni frekvencni propust se zlomovou
frekvenci niZsi nez 11kHz, jinak vznikne aliasing.

5.2. Funkce diskrétni v ¢ase

Funkce diskrétni v ¢ase vzniknou:

al dosazenim diskrétniho ¢asu do spojitych funkci (t = KT )
xt)=e®* > xKkT)=e* , k=01,......
b/ aproximaci integrace ¢i derivace u spojité pracujicich ¢lent v regulacnim obvodu

y(t) = Ti [undr >y - L Sty

T| m=0
: 1 y[(k+DT-y(KT)] 1
t) =—u(t - =—u(kT
y() T (t) = T (KT)
¢/ vzorkovanim spojitych velicin
y: ()
T,7
_______ . Spajity LDS J_»
y() y: (t)

0 T 2T t=KT

Spojita velicina y(t) je vzorkovéna skonstantni periodou vzorkovani T a po dobu sepnuti je
vzorkovanou veli¢inou vy’ (t) sledovan prubeh spojité veliciny y(t). Tento skutecny prabeh

vzorkované veli¢iny bude matematicky obtizné popsatelny, a proto se uchylime k jeho
aproximaci obdélnikovymi pulsy s dobou trvani 7 :

y:(t) =3 yKDt—KT)-12t —kT —<)],  1]t]...jednotkovy skok
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V L -obrazech:

Ly ©}=Y; (p) =iy(kT){1e'p e e_m}kiy(kn{(l_e-m )eT}

p p
Rozvineme 1-e " v fadu apro aproximaci vyuzijeme skute¢nost, ze v << T :
pZT 2 p3T 3
_p Pt _1_ _ — ~
l1-e™ =1 (1 pt + > 3 +...]_pr

Po dosazeni do predchoziho vztahu dostavame

Y (p) =2, y(kT){ pt

k=0
a po zpétné transformaci do ¢asové oblasti
Y. =D y(KT )5 (t—KT)=7y"(t)
k=0
Y (1)

Ziskali jsme vztah mezi pribéhemy’ (t) a idealizovanym popisem y*(t) vzorkované spojité
veliciny.  Aproximovany popis lze interpretovat jako amplitudovou modulaci
6 — pulsiz (Diracovych pulsiz), nasobenych dobou sepnuti = (tanebude hrét roli v pienosech!).

Vzorkovanim veli¢iny v regulatnim obvodu tedy ziskdvame posloupnost diskrétnich hodnot
{y(KT)}, k=0,1,...., kterou mZzeme popsat funkci diskrétni v case y" (t)

— pkT —pkT

€ o } :ri y(KT)e

y' () = i Y(KT)S (t —KT) = y(0)5 (1) + Y(T)S (t=T) + Y(2T)5 (t = 2T) +........ (5.3)

k=0
Tuto idealizovanou funkci budeme pouzivat za nésledujicich predpokladi:
al © << T , Tjezvolena perioda vzorkovani
b/ v regulacnim obvodu je tvarovac, ktery pridrzuje hodnoty vzorkované veliciny na konstantni
hodnote Vt, KT <t< (k+1)JT,k=0,1,...(je kompenzovano )
¢/ urcujeme diskrétni penos ( je kompenzovano )

Priklad 5.1. :

Vzorkujte s periodou T = 0.5 sec. impulsni funkci systému, jehoz prenosje F(p) = 4/(p+2) !

Regeni:

Impulsni funkce: g(t) = 4 €. Hodnoty g(t) v diskrétnich ¢asovych okamzicich t = 0, T, 2T,... tvoii diskrétni
posloupnost { g(kT}= {4, 1.47, 0.54,....... }.

Impulsni funkce jako funkce diskrétni v ase matvar: g° (t) = 40 (t) +1.476(t —T)+0.545(t - 2T) +.....

5.3. Laplaceova transformace funkci diskrétnich v ¢ase. Z —transformace.
Aplikujme Laplaceovu transformaci na funkci diskrétni v ¢ase f*(t)

L{f )} =F(p)= L{i f (kT)6(t—kT)} :Ti F(KT)5 (t—KT)e™ | g dt =

0

= [f@s ()t +T f(T)5(t-T)e ™ dt +T F(2T)S(t—2T)e PP dt +........ =

= f0)+ f(T)e ™ + f(2N)e ™ +......... =
F'(p)=Y f(KT)e ™ (5.4)

106



Zavedenim komplexni promenné z = e”" (ve frekveneni oblasti z=e'”" = coswT + jsinwT)
definujeme Z-transformaci, prevadejici funkce diskrétni v case na funkce komplexni promenné z

Z{f (KT)}=F(2) = i f(KT)z ™ = f(O)+ f(T)z + F(2T)Z % +........ (5.5)

Podobng jako u spojitych systémi je F(z) racionalni polynomidlni funkce (polynomiélni
zlomek).

Pro urgeni ¢asového origindlu f (KT) z daného obrazu F (z) pouZijeme zpétnou Z-transformaci ,
kterdje rovnéz analogii zpétné L -transformace pro spojité veliciny.

Zpétna Z -transformace je dana vztahem

f(kT)=2" {F(z)}:zim_§F(z)zk‘ldz: Zn:ri z (5.6)

Vypocet ¢asového originalu z daného obrazu:
e Rozkladem F(z) na parcialni 2omky a uréenim residui r, , prislusgjicich singularnim

bodim (pélam) z funkce F(z) , i = 1,..n. Rozklad na parciélni zZiomky a vypoget
residui se provadi stejnym zptisobem jako u spojitych systému.

e PouZtim tabulek pi‘evodnich vztahii

e Pifimym délenim polynomu ¢itatele polynomidlniho zlomku jeho jmenovatelem.
V pripadé soudélnosti polynomu dostaneme po vydéleni polynom kone¢ného stupné, a
tedy konetnou posloupnost diskrétni proménné. V pripadé nesoudélnosti polynomi
dostaneme nekone¢nou posloupnost diskrétni proménné - vtomto piipadé ovsem
neziskdme casovy original v uzavi-eném tvaru jako pii pouZiti (5.6).

Zakladni vlastnosti Z-transfor mace

1/ Linearita
Z{a, f () +a,f, (1)) = a,Z{f, ()} +a,Z{f, ()} = a,F,(2) + &,F,(2)

2/ Casové posunuti (dopiedné)

n-1
Z{f(t+nT)}= z”{F(z) — Z f (mT)z‘m} : f(mT)... pocéesni podminky
Dikaz Z{f[(k+n)T] Z flke TR = 2> kTR =20y £ (mT)z™ =
k=0 m=n
0 n-1
= z“{z f(mT)z™" —z f(mT)z‘m}

m=0 m=0

Z{f(t+nT)}=2"F(2), pii nulovych pogétesnich podminkéch

3/ Casové posunuti (zpétné)

Z{f(t-nT)}=2"F(2

Ditkaz. Z{f[(k—n)T]} Zf k-mTE*=z"> flk-nT*" =z" i f(mT)z™ =

k=0

:z‘”F(z), protoze f(mT)=0 pro m<O0.
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4/ \V/éta o pocatecni hodnoté

lim f (KT) = limF (2)
Dikaz lim F(z) = lim [+ f(M)z + f(@N)z2 +...]= £(0)

Z—0

5/ Véta o konecné hodnoté (pokud kone¢na hodnota existuje)

lim f(kT) = lim (z-)F(2)
Dikaz. Af, = f[(k+)T]- f(KT) = Z{Af, } = (z-D)F(2)- Z (0) = iAsz'k

= lim (z-D)F(2) = f(0)+iAfk: lim £ (kT)

Poznamka:

ProtoZe pri diskrétnim 7izeni predpokladame predem zvolenou konstantni periodu vzorkovani
(Fizeni) T, obwykle ji pri popisu diskrétnich veli¢in vynechavame a misto o diskrétnich c¢asech
KT hovorime o “ krocich k*“.

Priklady pouZziti Z-transfor mace:

1/ Jednotkovy skok: f(KT) =1 vk, k>0
1z
1-z' z-1
2/ Jednotkovylmpuls f(kT)=1 pro k=0, f(kT)=0 pro k=0
Z{f (KT)} Zf(kT)z‘k

3/ Exponenmalmfunkce. f(KT)=e ™

Z{f (KT)} = Z f(KT)z* =1+z2 +Z2 2 +..=

Z{f(KT)} =Y e™ 7 =1+ e Tzl re™ 224 = -

4/ Mocnina konstanty: c*, ¢ = konst.:
= 1
Z{c =S ez :1+cz‘1+czz‘2+...:1 -
k=0

Diferenéni rovnice — diskrétni pienos:
K dané diferen¢ni rovnici popisujici chovani diskrétniho LDS uréime diskrétni pienos:

Diferencni rovnice: y(k + 2) —5y(k +1) + 6y(k) = u(k)

Po Z —transformaci : z°Y(2) — z*y(0) — zy(1) - 52Y(2) + 52y(0) + 6Y(2) =U (2)
P#i nulovych pocétecnich podminkach: (z° —5z+6)Y(2) =U (2)

Y(2) 1 1

Diskrétni prenos. F(z) =
U(z) z° —52+6 (z-2)(z-3)

Vypodet diskrétni pi‘echodoveé funkce
Uvazujeme diskrétni pienos F (z) z predchoziho prikladu a vypoctéme odezvu na

jednotkovy skok. Obraz jednotkového skoku je U (z) = il
z —
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a/ Rozkladem na parcialni Zomky:

Y(2) = F(2U(2) = z _h ., 12 2 +3/2

(z-)(z-2(z-3) z-1 z-2 z-3 z-1 z-2 z-3

Vypocet resdui: 1, = lim [Y(2)(z-2)], i =123 = =%, r,=-2, r1,=322

z—>Z

3 3"'1:1—2"+1

2 2 2
k =0,1,2,...

3
Zpstnou Z — transformact: y(k) = > r,z* :% (AR L 3¢,
i=1

b/ Pouzitim tabulek:

, r , rz
V tabulkach nenalezneme ——, ale obraz posunuté funkce —
z-z z-z

1/2z 2z 3/2z
- +

Urgimetedy zY(z): 2ZY(2) =
¢ y () (2 z-1 z-2 2-3

(obrazy odpovidaji Z{ck } c = konst.)

ZH2Y(2)} = y(k+1) :%—2 2k +g 3%, k=0,1,2,...¢asovy origindl je ale posunuty o 1 krok!
x £ 4 1 k-1 3 k-1 1 ko1 _

Posunem o 1 krok zpét dostavame y(k):E—z 2 +E 3 :5—2 +E 3, k=012..,
cozZ je stejny vysledek jako v piredesliém.
¢/ Primym délenim polynoni:

z z &
Y(2) = = =172 +62°+252% +902° +.....= k)z™*

(2 (z-D)(z-2)(z-3) Zz°-6z°+11z-6 k;y( )

Primym dg&lenim polynomi dostavame nekonecnou mocninou fadu v inverzni proménné z ™,
ktera odpovida definici Z -transformace a jeji koeficienty jsou tudiz pfimo hodnoty diskrétni
veliciny y(k), k =0,1,2,...

Neziskali jsme uzavieny tvar ¢asového origindlu y(k) jako v predchozich pripadech, hodnoty
jsou v&ak stejné a presvédeime se o tom dosazenim za piislusné ¢asové okamziky k = 0,1,2,....

5.4. Matematické modely pro vnéjsi popisdiskrétnich LDS

(diferenéni rovnice, diskrétni pirenos, konvolutor ni souéet)
Nekteré dynamické systémy jsou jiZz svoji povahou diskrétni, pracuji tedy pouze v diskrétnim
Case (¢islicovy pocitag, ¢islicovy filtr apod.), neni tieba provéadét vzorkovani a jsou pimo
popsatelné néjakym diskrétnim matematickym modelem Pokud vSak hleddme diskrétni model
pro dynamické systémy, jejichz velic¢iny jsou spojité v ¢ase, musime jedté odliSovat, zda do
spojitého systému bude zahrnuta funkce D/A prevodniku (napt. pii stanoveni diskrétniho modelu
spojitého, Fizeného LDS stvarovatem 0. fadu) nebo uréujeme pouze diskrétni model spojité
pracujiciho ¢lenu, ktery je na vstupu a vystupu vzorkovan. Ve forménim zapisu jsou tyto
varianty jiz nerozliSitelné, a proto musime vychozi situaci vénovat patticnou pozornost.
Predpokladejme, Ze dynamické chovani diskrétné pracujiciho systému |ze popsat
linedrni diferencni rovnici n-tého adu s konstantnimi koeficienty:

ykk+n)+a, ,y(k+n-D+....+a,y(k) =b u(k+ m)+b_ ,u(k+m-1) +...+ byu(k) (5.7)
piicemz m<n, y(0),y@®,.....y(n—1) jsou dané po¢atecni podminky, k =0,1,2,...

Aplikaci Z -transformace (pii nulovych pocétecnich podminkéch) dostavame

(z"+a,,z" +a, ,2" +.+a,2+3,)Y(2) =(b,2" +b, ,Z" +...+ b z+b,)U (2 (5.8)
a analogicky jako u spojitych systémi definujeme diskrétni prenos F(2) jako pomér Z -obrazi
diskrétni vystupni funkce a diskrétni vstupni funkce pii nulovych poc¢étecnich podminkéch:
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F(2) = Z{y(K)} _Y(2) _buz"+b, 2" +..+bz+b, _b(2) .
Zuk)} U@ z"+a 2" +..+az+a, a2’
Koteny polynomu b(z) v ¢itateli jsou nuly, koreny polynomu a(z) ve jmenovateli jsou pdly.
Diskrétni prenos lze také zapsat pomoci polynomi v inverzni proménné z* formalnim
vydélenim ¢itatele ajmenovatele nejvysSi mocninou z"
F(z7) = Y(z') b,z"™+b 2™ + L +bz" +bz "

= = 5.10
Uzt 1+a,,z" +.t+a,z " +a,z" (10

Odpovidajici diferen¢ni rovnice matvar

y(K)+a,,y(k-D +.....+a,y(k—n) =b, u(k —n+m) +...+ bu(k —n+12) + bu(k — n) (5.11)

m<n (5.9

Statické zesileni K Ize urcit z diskrétniho prenosu F (z) pouZitim véty o konecné hodnoté
K= Iirrll F(2) (uspojitychpienosi K = Iirrcl) F(p) ) (5.12)
Z—>. p—

Diskrétni prenos c¢lenu s dopravnim zpozdenim t,, - celociselnym nasobkem periody vzorkovani :

F(z):%:z‘d , d:%" (5.13)

Konvolutorni soucet je jednim z modeli vstupné-vystupnino chovani diskrétnich LDS a je
analogii konvolutorniho integrélu u spojitych LDS:

y(k) ZZg(k—i)U(i) resp. Y(k)ZZg(i)U(k—i) (5.14)

kde g(k) jediskréni impulsni funkce a g(k—i) je diskrétni vahova funkce.

Nékolik poznamek:
1/ Pokud zapiSeme diferen¢ni rovnici resp. rovnici (5.8) v operatorovém tvaru

(z"+a,,z"" +a, ,2" +...+a,z+3,)y(K) = (b,z" +b, 2™ +...+ b z+by)u(k),

povaZzujeme z zaoperator dopiredného posunu. Byva oznacovan q pro odliSeni od z ve
vyznamu komplexni promgnné. TotéZ plati i pro operator zpetného posunu z™* (q7%).

2/ Pxi ur¢ovéni diskrétnich prenosi v obvodech se spojité pracujicimi ¢leny je nutné respektovat
umisténi vzorkovati:

u(t) y(KT)
— R [ R ——
T p T p+1 T
_Y(@ _ _z z z°
F@ =G = 2RM ZRM= = e
u(t) 1 y(KT)
— R G .
T T
_Y(@ _ _ 1 1 1] zZ1-eT)
F(Z)‘U(z) 2P (P} Z{p(p+1)} Z{p p+1} (z-)(z-e")
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3/ Zkréceny z&pis F(2) = Z{F(p)} = Z{L {F(p))] . | = Z{0(KT)} = diskrétni prenos Ize
definovat také jako Z -transformaci diskrétni impulsni funkce jako u spojitych pirenosi.

Tvarovaé 0. Fadu

Jak jiz bylo feceno v odstavci 5.1., pri diskrétnim tizeni spojitych LDS je Zédouci povaZovat za
fizeny systém sériove spojeni prenosu tvarovate a pirenosu spojitého, fFizeného LDS.

Vénujme jedté pozornost odvozeni prenosu tvarovace 0. fadu:

______________ u(kT), U*(p) u(t), U(p) y(t)
Algoritmus ~ Frv(p) = ? Fs(p)

!

y(KT)

Na vstupu tvarovate je diskrétni posloupnost fizeni u(kT), na vystupu dostévame po ¢astech
konstantni ¥izeni u(t) t.zn., Ze u(t)= u(kT) = konst. pro KT <t<(k+1T, vk, k=01,....
Vystup tvarovage na k-tém intervalu t e [ KT,(k+1)T) Ize vyjadiit rozdilem dvou, o 1 periodu
posunutych, jednotkovych skoki, vynasobenych konstantni hodnotou u(KT ):

u(t) = u(kT){ft —kT]-1t - (k+)T]}

Vystup tvarovate nacelém intervalu t € [0, «) je

ut)y = ukT)alt - kT -1t - (k+ )T}

aVv Laplaceovych obrazech

U (p) — iu(kT){ie—ka _ie—p(kﬂ)T} — (i _ie—pT ]iu(kT)e—ka _ FTV (p)U *(p) —
k=0 p p p P k=0

e , 1_ e pT
Spojity prenos tvarovate 0. fadu:  Fr, (p) =

(5.15)

rq). FTV (Ja)) _ 1_-e—j(uT _ ej(uT/Z -_e—J(uT/Z e_j(ule _ zsn a)T/Ze_j(uT/Z
Jo Jo 0]
Z frekvencniho prenosu tvarovace 0. fadu vidime, Ze tvarovat zandSi do regulacniho obvodu
fézové zpozdeni umeérne poloviné periody vzorkovani.

= [Fr (o)

Diskrétni prenos spojitého L DS stvarovaéem 0. Fadu

Pro ptimy navrh diskrétniho reguldoru povaZzujeme za trizeny systém soucin pienosu tvarovace
Fn (p) aprenosu F(p)spojitého LDS.

Diskrétni prenos fizeného systému F¢(z) je dan Z-transformaci soucinu spojitych prenosi:

FS(Z) = Z{L_l{FTv ( p)Fs( p)}} = Z{L_l {1_ E:p Fs( p)}|tkT } = (1_ Z_l)z{l—_l {ipp)}hw } =
= le{L-l{ Fs(p) }| . } (5.16)
z p
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Diskrétni prenos F(z) Ize také interpretovat jako Z-obraz diskrétni impulsni funkce g (KT):

el e P
p p p

= Z{h(kT) - hl(k - DT ]} = Z{g(kT)},
kde h(KT) je diskrétni prechodova funkce a plati Ah(KT)=h(KT)-[h(k-1)T |=g(KT).

Pi#iklad 5.2. :

Y(p__ 1
U(p) p+1

al bez tvarovate 0. fadu b/ stvarovacem 0. fadu .
S pouzitim vét o pocatedni a kone¢né hodnoté porovnejte pocatky a ustdené hodnoty diskrétnich prechodovych
charakterigtik. Periodu vzorkovani zvolte T =1sec.

Spojity LDS je popsan prenosem F (p) = . Ur&ete jeho diskrétni prenos F (2)

Reeni:
1 V4 1
a F(2=Z{L{— =Z{e"
@ { {p+1}|t”} e} 7-0368 1-0.3687"
limh(k) =limF(2) 2 im—2 % _jim—~> 1 __
z-1 »»7-0368z-1 2»1-0.368z2"1-7
VA
I|mhk _Ilmz DF z—_Ilm -)— 1.58
(k) =1lim(z-1)F(2) (2 )2036821

Lf1-e 1 a1 1
b/ F(z):Z{L { 5 m}} (1-z )Z{L {F_E}L kT}

0632 06327

z-0.368 1-0.368z"

limh(k) = limF(2) -2 = im—2%%2__2__jim 0'632211 ! _=
k>0 zon ) 71 2907-03682-1 2»1-03682°1-7
0632 z
7-0368z-1

limh(k) = |Zin;(z—1)F(z)Z—:L= lim(z-1)

V konfrontaci s ptechodovou charakteristikou spojitého systému vidime, Ze limitni hodnoty
spliiuje pouze diskrétni model spojitého systému s tvarovacem 0. Fadu.

5.5. Diskr étni stavovy model spojitého L DS stvarovacem 0. Fadu

UvaZzujme spojity fizeny LDS se stavovym popisem

S X(t) = Ax(t) + Bu(t), x(t,)d&no, x(t)e R" (5.17)
y(t) = Cx(t)

a uréeme pro danou periodu vzorkovani (fizeni) T jeho diskrétni stavovy model, respektujici

funkci tvarovace 0. fadul.

Diskrétni stavovy model Sp predpokladame ve tvaru

So: x(k+1) = F(Mx(K) +G(T)u(k) k =01.2,..... (5.18)
y(k) = Cx(k)

kde F(T),G(T) jsou hledané matice s parametry zavislymi na period¢ T
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Pro odvozeni diskrétniho modelu pouZzijeme explicitni reSeni stavoveé rovnice spojitého systému:
t
X(t) = eXx(t,) + [ € Bu(r)dr (5.19)
to
Dosadime-li za t, resp. t diskrétni ¢asové okamziky KT resp. (k+1)T abudeme-li respektovat
funkci tvarovace podminkou u(z) = u(kT) = konst. pro KT <z <(k+)T, k =0,1,2,....
dostaneme

(k+)T

X(k +DT]= DT (kT + [T IBdr u(kT)
KT
X[(k+D)T] = e x(KT) = ALeAedT=<Ig" T y(kT) = e*"x(KT) + A (e - 1)Bu(kT)  (5.20)
Porovnanim s (5.18) dostavame hledanou souvislost matic spojitého a diskrétniho modelu:
F(T)=¢", G(T)=A"(e"-1)B, (C jebezezmeny) (5.21)

Neni-li matice A invertovatelna (napr. systémy s astatismem), lze matici G uréit pomoci
rozvoje €’ viadu

G=AYl+—-+ S o g e B (5.22)

2T 2 2T 2
AT AT _qB:T{Hﬂ ail
1 2

Uved'me je&té prehled diskrétnich modela spojitych systémi s tvarovacem 0. f&du a jegjich
vzajemné souvislosti.

Spojity model Diskrétni model
X(t) = Ax(t) + Bu(t) - F=e", G=AYF-I)B - x(k +1) = Fx(K) + Gu(k)
y(t) = Cx(t) - A:?llnF, B=(F-1)'AG <« y(k) = Cx(K)
l (Matlab: c2d, d2c) l

F(p)=C(pl -A"'B — F(2=@1- z‘l)Z{ipp)} — F.(2=C(d -F)*'G

Nekolik poznamek:
Diskrétni stavovy model vznikly diskretizaci spojitého systému s tvarovacem je formalné
nerozisitelny od stavového modelu systému, ktery je diskrétni sam o sobe.

Postup pri prevodu diskrétniho prrenosu do normal nich forem stavovych reprezentaci je shodny
S postupem znamym z prevodu spojitého pirenosul.

Diskrétni prenosy spojitych systémii s tvarovacem 0. 7adu pouzijeme pro primy névrh diskrétniho
regulatoru.

Pokud navrhneme nejprve spojity regulator, potom naslednou diskretizaci jeho spojitého
prrenosu mizeme provést podle nadedujiciho odstavce.
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5.6. Diskretizace spojitych pirenosi na zakladé apr oximace integralu nebo

derivace.
Zabyvejme se nyni metodami diskretizace, které vychézeji z aproximace integralu ¢i derivace
spojitych veli¢in a které pouzivame zejména pri diskretizaci spojitého pienosu regulatoru.
Diskretizace spojitych prenosi neni tak prihledna zélezitost, jak by se mohlo na prvni pohled
zd&. Diskretizaci stabilniho spojitého prenosu miZe vzniknout nestabilni diskrétni prenos,
diskretizaci minimaln¢é-fazového spojitého prenosu muze vzniknout neminimalné-fazovy
diskrétni pienos. Jako logicky argument zni, Ze idedlni diskretizace by méla vyuzit defini¢niho

vztahu mezi komplexnimi proménnymi z a p, tedy z=e"" resp. p:%Inz. Chceme-li vSak

uréit F(z) jako F(p)do kterého je dosazeno p :%In z, dostaneme nepouZitelné polynomy v
proménné Inz. Defini¢ni vztah vSak miZeme pouzit pro exaktni pievod poéla ¢i nul spojitého
prenosu z =e®’, i=12,.., je vik nutné upravit zesileni prenosu a otazkou je, jak

transformovat nevlastni nuly pienosu (prenos s relativnim ¥adem n-m ma n-m nevlastnich nul v
nekonecnu - viz GMK). Problém feSime doplnénim citatele diskrétniho prenosu o diskrétni nuly

s hodnotou -1 nebo O, tedy nésobenim ¢itatele diskrétniho prenosu &lenem (z+1)" " nebo z"™.

1/ Obdénikova (doprednd) aproximace:

u (t) u (kT) Spajity prubeh u(t) je nahrazen obdé nikovou (dopiednou) aproximaci.

t
A Plocha pod spaojitou kiivkou je s(t) = ju(r)dr
0

.- a v L-obrazech: S(p) = %U (p)

T Pro plochu vyjadienou v diskrétnim ¢ase t = KT plati rekurence
sk)=s(k-2)+Tu(k—-2) av zZ-obrazech:

Ske1) 1-zHS(2)=Tz'U(2) = S(2) = zi—lu (2)

»

0 k-1 k t=KT

Porovnanim obrazi ploch S(p) a S(z) dostavamevztah p :Z?_l :

Diskretizovany pienos F (z) ziskéame ze spojitého pienosu F (p) pii dosazeni p = Z?_l

Pouzitim obdélnikové dopiedné aproximace vSak miZeme ze stabilniho spojitého F (p) obdrZet
nestabilni F (z), nebot” uvedeny vztah pievédi poly p, ze stabilni levé poloroviny komplexni
roviny p do celé komplexni roviny z, pricemz stabilni oblast je vymezena podminkou |7 < 1
(vnittek jednotkové kruznice — viz stabilita diskrétnich systéma v odst. 5.9.).

p- rovina «— pzz?_l, z=pl+1 — z-rovina
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2/ Obdé nikova (zpétna) aproximace:

u (t) u (kT) Spojity pritbeh u(t) je nahrazen obdé nilt<ovou (zpé&tnou) aproximaci.
A W Plocha pod spaojitou kiivkou je s(t) = ju(r)dr
et 0
SN 1
o a v L-obrazech: S(p)=—U(p)
u(t) P
AT Pro plochu vyjadienou v diskrétnim ¢ase t = KT plati rekurence
- L sk)=s(k—-12) +Tu(k) av z-obrazech:
S (1-79S(2) =TU (2) = S(2) = T—Zlu %)
|| s 2
0 k1 k t=KT
Porovnanim obrazi ploch S(p) a S(z) dostévame vztah p = Z_I_Ll
2
Diskretizovany pienos F (z) ziskdme ze spojitého pienosu F(p) pii dosazeni p = Z_I_Ll
2

Ze stabilniho spojitého F (p) nelze obdrZet nestabilni F (z), nebot” dochézi k zobrazeni stabilni
poloroviny dovniti kruznice o poloméru r =1/2 ase sttedem v bodé Q = (1/2, j0).

p- rovina <~ p=——-, Z= - z-rovina

L. B~

Spojity pribeh u(t) je nahrazen lichobéznikovou aproximaci. Plocha pod
t
1
spojitou kiivkou je S(t) = ju(r)dr ,resp. S(p)=—U(p)
0 p

Pro plochu vyjadienou v diskrétnim ¢ase t = KT plati rekurence
sk)=s(k =1) + T/ 2[u(k —1) + u(k)] av z-obrazech:

w (- 2YS(2) = (T/2)1+ 27U (2) = S(2) = %j—”;u 2)
I > =
k-1 k t=KkT
Porovnanim obrazi ploch S(p) a S(z) dostavame vztah p:?zii. ( Matlab: c2d, Tustin’)
z+
2z-1

Diskretizovany pienos F (z) ziskéame ze spojitého pienosu F (p) pii dosazeni p = T
z+
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V tomto pripadé dochazi k Zadoucimu zobrazeni stabilni poloroviny dovniti jednotkové
kruznice:

2z-1 z:2+ pT

p- rovina <~ p=———, z-rovina
T z+1 2—pT
T A
> Rep » Rez
‘ /\ "

5.7. Transformaé¢ni vztah z=e”" , souvislost p-roviny a z-roviny

V predchozim odstavci jsme uvedli, Ze transformacni vztah z=¢e", kde T _z aon, e
a)VZ

frekvence vzorkovani v rad/sec., je exaktnim vztahem pro transformaci péla spojitého systému

na poly diskrétniho systému.

Jako dogtatecné ilustrativni piiklad uvazujme néjaky stabilni, komplexné sdruzeny pél spojitého

systému, ktery oznacime p,,=-o=* jo . Po transformaci dostaneme odpovidajici komplexné

sdruzeny pél diskrétniho systému v polarnim tvaru

Zﬂ o 27rca
PL=—0tjo — z,=e T _g o e o =|4e (5.23)

p —rovina zZ—rovina

! A A

| Imp ) Imz

| o =o_12=71/T Nyquistova frekvence
............ L ETRTTETE! PEEFRTRITETER N vz I0)

—o,l2=1/T N
X Wy =0, =T X

v

X - \x Rez

Mez |z a o jetransformace jednoznacnd, ale pro thel natocent plati

i Y2,0) 45 2n (0+ko,)

e ™ =e , k=0,12,.... (5.24)
= nekonefna mnozina dvojic komplexné sdruzenych polé {p,,}= —o + jo £ jko,, se zobraz

najedinou dvojici z,, !
Uvazujme piipad, kdy 0 =0 = p,=*jo (dvojice ryze imaginarnich pola, systém by

generoval netlumeny harmonicky signal V).
Sledujeme-li rozloZeni pélhi diskrétniho systému v zavislosti na o, vidime, Ze se pély nachazi
v Z-roviné na jednotkové kruznici:

.2
4 270

z,=1e (5.25)
M& tudiz smysl uvaZovat pouze frekvence z intervalu w €[0,w,,/2], kde ®,,/2 je Nyquistova
frekvence o, o, =o,/2=n/T , danaSitkou frekvencniho pasma vzorkovaného signélu.
RozloZeni polt pii o =w,,/2 . z,=1.€"" (obapdly v -1).
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5.8. Stavovy model diskrétnich LDS, ieSeni stavové rovnice, zakladni odezvy
V odgtavci 5.5. jsme odvodili diskrétni stavovy model spojitého systému s tvarovacem 0.-tého
fadu ataké jsme uvedli, Ze je formalné nerozliSitelny od stavového modelu systému, ktery je sam
0 sob¢ diskrétni. V dalSim zahrneme oba mozné piipady do forméniho stavového popisu s bézné
pouzivanym ozna¢enim matic S(A,B,C,D). Podobng jako u spojitych LDS vyjdeme ze stavového
modelu diskrétniho LDS, uré¢ime explicitni feSeni stavoveé a vystupni rovnice a uvedeme nekteré
potiebné vztahy pro dalSi analyzu.

S: x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) ;  x(0) jepog. stav, xe R", ueR",yeRP (5.26)
y(k) = Cx(k) + Du(k) k =0,12,... A (A)..vlastni ¢cislamatice A, i=1..n

Po dosazeni za diskrétni ¢asove okamziky k = 0,1,... dostaneme
x(1) = Ax(0) + Bu(0)

X(2) = AX(1) + Bu(l) = A%x(0) + ABu(0) + Bu(l)

Explicitni 7eSeni stavove rovnice v k-tém kroku |ze zapsat ve tvaru:

k-1
x(k) = A“x(0)+ > A“"'Bu(j)  apo rozepsani souctového ¢lenu

j=0
utk-12) u(k —1)
x(k) = Ax(0) +[ B,AB,..A'B| : = AX0)+Q,| |,
u(0) u(0)
kde Q, = [B, AB,...... A"‘lB] je matice fiditelnosti n x nr a A“ je matice prechodu. (5.27)

Explicitni 7eSeni vystupni rovnice:

y(K) = CA*x(0) + kiCA"‘j‘lBu(j) + Du(k) (5.28)

j=0

ReSeni stavové rovnice v Z-obrazech
Z-transformaci (5.26) dostaneme:  zX(2) — zx(0) = AX(2) + BU(2)
(2 -A)X(2) =zx(0)+BU(2)
X(2)=2z(d - Ax(0)+ (2 - A 'BU(2) (5.29)

Z porovnani (5.27) a (5.29) vyplyva, Ze matici piechodu A* Ize urcit ze vztahu
A=z Hz2d - A

ReSeni vystupni rovnice v Z-obrazech
Po dosazeni reSeni stavové rovnice v Z -obrazech (5.29) do vystupni rovnice v Z -obrazech
dostavame

Y(2)=CX(2)+DU(2)=Cz(d - A *x(0)+C(2 —-A)'BU(2) +DU(2)  (5.30)

Diskrétni prenos
Diskrétni pienos je definovan jako pomér Z-obrazti vystupni a vstupni veli¢iny pii nulovych
po¢aecnich podminkéch a vyplyva bezprostiedné z (5.30)

@:C(zl —A)‘lB+D:C(ZI_—A)Aij+D
U(2) det(zl — A)

F(2) = (5.31)
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Diskrétni impulsni funkce g(k)

Je odezva vystupu systému y(k) na jednotkovy impuls na vstupu systému, uréime ji ze vztahu
(5.28) za podminky , Ze x(0) =0, u(0)=1a u(k) =0 pro k > 0:

g(k) =0 pro k <0
g(k)=D prok =0
g(k)=CA'B  prok >0

Konvolutorni soucet — odezva na libovolny vstupni signél

y(k) = Zg(k— pu(j)  nebo  y(k) ZZg(j)U(k— j)

Diskrétni prechodova funkce h(k)

(5.32)

(5.33)

Je odezva vystupu systému y(k) na jednotkovy skok na vstupu systému, urcime ji ze vztahu
(5.31) zapodminky , Ze x(0) =0, u(k)=1, V k, k>0 nebo pouZitim konvolutorniho souctu

[
h(k) = z gk-j).1, g(k - j) jevahova (impulsni) funkce urcena vztahem (5.32). (5.34)
j=0

Souvidost odezvy s umisténim poélsi diskrétnino LDS

Na nésledujicich grafech jsou na jednoduchych piikladech ilustrovany kvalitativni pribéhy
stavové odezvy diskrétnino LDS (nenulové pocétecni podminky, nulovy vstup) pro rizné

varianty umisténi pola z,

homogennim feSenim x(k) = A“x(0) rovnice (5.27) resp. pouZitim jeji modalni verze:

Z-rovina
A

x(K)
A

[111

z-rovina X(K)

T

N

resp. vlastnich ¢isel A (A). Exaktni prab&h odezvy je dan

N
l

11,

~ oy
=
| - | -

v

&

v

T

l
T
l

T
l

v

n »
» »

Pokud budou pdly leZet vné jednotkove kruznice, odpovidajici odezvy budou nestabilni.

v

DN,

\
*
*
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5.9. Vlastnosti diskrétnich LDS

Riditelnost a dosaZitelnost diskrétnich LDS

Pt analyze vlastnosti spojitych LDS jsme si poloZili dve zakladni otéazky:

1/ Za jakych podminek je mozne ridit systém z daného pocétecniho stavu do jiného stavu?
2/ Za jakych podminek | ze urcit stav systému pozorovanim jeho vystupu a vstupu?

TytéZ otézky si poloZzimei u diskrétnich LDS.

Uvazujme stavovy model (5.26) diskrétniho LDS n-téhotadus r vstupy a p vystupy.
Explicitni ¥eSeni (5.27) savové rovnice v k -tém kroku matvar
utk-12) u(k —1)
x(k) = A‘x(0) +[ B,AB,..AB| = AX0)+Q,| |, (5.34)
u(0) u(0)

kde Q, =[B, AB,.....A“'B| je matice Fiditelnosti 0 rozméru n x kr.
Jestlize matice Q, ma hodnost n, n=dimx pro néjaké k, k <n, potom je mozné nalézt n
rovnic, ze kterych Ize urcit konegnou posloupnost fizeni, pievadgjici pocéatesni stav x(0) do
poZadovaného stavu x(k) v konesném case, reprezentovaném k kroky fizeni.
Poznamenejme, Ze pro systém s vice vstupy neni ¥eSeni jednoznacné.
Budeme-li uvaZovat systém s jednim vstupem a jednim vystupem (matice B je sloupcovd),
potom matice Q, marozmér n x k amize mit hodnost n nejdrive pti k=n.
U jednorozmérovych systéma je minimalni pocet kroka #izeni pro pifevedeni po¢ate¢niho stavu
X(0) do poZadovaného stavu x(k) dan dimenz vektoru stavu n ( k = n = dim x).

Definice (Riditelnost)
Diskrétni LDS je riditelny, jestlize existuje takova sekvence rizeni, ktera prevede libovolny
pocatecni stav do pocatku stavového prostoru v konecném case.

Definice (Dosazitel nost)
Diskrétni LDS je dosaZitelny, jestlize existuje takova sekvence rizeni, Ze libovolny stav je
dosazitelny z libovolného pocatecniho stavu v konechém case.

Riditelnost neimplikuje dosazitelnost, coz je ziejmé z (5.34). Jestlize A*x(0) = 0, potom pocatek
stavového progtoru je fiditelny nulovym vstupem, ale systém nemusi byt dosazitelny. Pro
invertovatelnou matici dynamiky A oba pojmy splyvaji a neni nutné je odliSovat. To je pravé
pripad diskrétnich modeld spojitych systémi s tvarovasem, kde matice dynamiky F(T)= e je
vZdy invertovatelna

Véta 5-1

Diskrétni LDS je dosazitelny tehdy a jen tehdy kdyz hodnost matice Q, je rovna dimenz vektoru
stavu ( pro riditelnost poZadujeme navic invertovatelnost A).

Pozorovatelnost diskrétnich LDS

Definice (Pozorovatel nost)
Diskrétni LDS je pozorovatelny, jestliZe existuje konecné k takové, Ze znal ost sekvence rizeni
u(0), u(d),... u(k-1) a vystupu y(0), y(2),.. y(k-1) je postacujici pro urceni pocatecniho stavu x(0).
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Uvazujme opét stavovy model (5.26) diskrétniho LDS n-tého f&du s r vstupy a p vystupy a
explicitni ¥eSeni vystupni rovnice (5.31). Uginek znamého vstupniho signélu lze vzdy uréit, a
proto bez Ujmy na obecnosti mizeme predpokléadat nulovy vstup. Z vystupni rovnice dostavame

y(0) = Cx(0) y(0) N
:y(l) = Cx(1) = CAX(0) eticovs : yfl) _ C:A x(0)= Q.x(0), (5.35)
y(k —1) = CA“*x(0) y(k-1)| [CA<

kde Q, je matice pozorovatelnosti o rozmeéru kp x n.

Jestlize matice Q, ma hodnost n, n=dimx pro néjaké k, k <n, potom je mozné nalézt n
rovnic, ze kterych Ize urcit pocétegni stav x(0) v konecném case, reprezentovaném k- kroky
pozorovani vystupu. Opét plati, Ze pro systém s vice vstupy reSeni neni jednoznatné.

Budeme-li uvaZzovat systém s jednim vstupem a jednim vystupem (matice C je radkovd), potom
matice Q, marozmer k x n amaze mit hodnost n nejdiive pti k=n.

U jednorozmérovych systémii je minimalni pocdet kroki pozorovani vystupu, pro urdeni
pocatecniho stavu x(0), dan dimenz vektoru stavu n ( k = n =dim x).

Veta 5-2

Diskrétni LDS je pozorovatelny tehdy a jen tehdy, kdyZ hodnost matice Q. je rovna dimenz
vektoru stavu.

Dualni systém.

Je definovan stejné jako u spojitych systémi a za dualni povaZzujeme i vlastnost riditelnosti a
pozorovatelnosti. Je-li néjaky systém friditelny, je dualni systém pozorovatelny a naopak.
Vaimnéme si , Ze dualita je patrna i z tvaru matic riditelnosti a pozorovatelnosti.

STABILITA DISKRETNICH LDS

Analogicky jako u spojitych systéma, vnitini stabilitou rozumime stabilitu rovnovézného stavu
autonomniho (nefizeného systému).

Veta 5-3

Autonomni (nerizeny) diskrétni LDS

S X(k+1) = Ax(k), X(0)...poc. stav, xe R", 4. (A) ... vlastni ¢cida A, i =1,..n, k=01,...

je asymptoticky stabilni tehdy a jen tehdy, kdyZz vdechna viastni cisla A. (A) resp. koreny z,

charakteristického polynomu

a2 =det(d -A=2"+a, 2" +..+32z+a, :ﬁ(z—;)
i=1

leZi uvnit/ jednotkové kruznice v komplexni roviné z

Dukaz:

al Ztransformace z=e", p=-oc + jo ptimo vyplyva, Ze stabilni polorovina komplexni
roviny p se transformuje dovniti jednotkové kruznice v komplexni roving z.

b/ Explicitni feSeni stavové rovnice autonomniho systému je x(k) = A*x(0).
Je-li ¢tvercovamatice A pirevedena na diagonalni tvar s vliastnimi ¢isly na diagondle =
X (K) =A% (0) ,i=1,.... n asystém je asymptoticky stabilni < |1, (A)|=|z| <1 Vi.
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¢/ Prirozena slozka odezvy asymptoticky stabilniho LDS musi konvergovat k nule pro libovolny
vstupni signal.
UvaZzujme napi. odezvu na jednotkovy skok u diskrétniho LDS n -tého fadu, popsaného
prenosem F (z). Polynomiélni zlomek obrazu odezvy Y (z) rozloZime na parciélni zZlomky

n+l

Y(2)=F(2U (2 = ;ﬁ . U= zi—l a po zpétné transformaci zapiSeme celkovou
odezvu jako soucet piirozené a vynucené slozky odezvy:
V0 =Y,00+y, (0= D024y, ().
Z uvedeného opét plyne I,iie diskrétni LDS bude asymptoticky stabilni < |z| <1
Vi,i=1,....n.

Vnéjsi stabilita (BIBO stabilita)

Definice (BIBO stabilita):
Diskrétni LDSje BIBO stabilni, jestlize Vua vk: Ju(k) <M, 3 M, :|y(k) <M,.
Veta 5-4:

Diskrétni LDSje BIBO stabilni < )’ |g(k)| < o, kde g(K) je diskrétni impulsni funkce.
k=0

ANALYZA STABILITY DISKRETNICH LDS, KRITERIA STABILITY
Podobn¢ jako u spojitych systémi nas zajimaji moZnosti jak obejit vypocet vlastnich ¢isel matice
dynamiky, resp. vypocet korenu charakteristického polynomu.

1/ Hurwitzovo algebraické kriterium
Hurwitzovo kriterium Ize pouzit i pro diskrétni LDS, pokud pouZijeme v charakteristické rovnici
a(z)=det(2 -A)=2"+a,,z2"" +...+3a,z+a,=0
bilinearni transformaci, definovanou vztahy
- 1
p=2=t o ,_1rP (5.36)
z+1 1-p
Tato bilinearni transformace (je to v podstaté lichobéznikova aproximace, zachovavajici stabilni

oblast v p-roving a z-roving) pievede charakteristickou rovnici a(z)=0 na a(p)=0.

2/ Juryho algebraické kriterium
Je zalozené naredukci charakteristického polynomu a(?) = a,z"+a,_,z" " +...+a,z+4a,
podle nésledujici tabulky:

a, A e, & a, kodficientyv 1. édce sepiSeme do 2. fadky v obraceném poradi

8y A e a,, a, Kkoeficienty v 2. té&dce nasobime podilem &,/ &, aodesteme od 1. radky
", "M e "a 0  koeficienty v 1. Fadce sepideme do 2. Fadky v obraceném poradi

A "a. ., "Ma, 0  koeficienty v 2. fdce nésobime podilem &'/ @’ a odesteme od 1.

radky

stejny postup v kazdém bloku

a, v posledni f&dce je jediny prvek
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Jestlize a,> 0, potom koreny charakteristického polynomu leZi uvnit jednotkové kruznice tehdy
a jen tehdy, kdyz vechny koeficienty “a > 0, k=0,1,..n—1. Neni-li Zadny z techto koeficients:
nulovy, pocet zapornych koeficientii udava pocet nestabilnich pdlii.

3/ Kriterium vyuZivajici stopu matice dynamiky
Z lineérni algebry je znamo, Ze stopa matice je rovna souctu jejich vlastnich ¢isel

stA:Zn:/li(A) a mazeme také psat |5t,A| =

i=1

> 4 (A)|. Protoze diskrétni LDS je asymptoticky
i=1

stabilni < |4, (A)| <1, Vi, i =1,.. n, mus platit Zn:|/li(A)| <n =
i=1

Diskrétni LDS je asymptoticky stabilni <> |st (A" )| < n, pro kazdé prirozené N
(zavedeni N zabrani vyhodnoceni nestabilniho systému jako stabilniho systému)
4/ Ljapunovova teorie stability

Pouziti Ljapunovovy metody pro analyzu stability spojitych i diskrétnich LDS uk&Zeme v
posledni 11. kapitole, zabyvajici se nelinearnimi dynamickymi systémy.

5.10. Vzor kovani spojitého signalu a Shannonova véta o rekonstr ukci signalu
V odgtavci 5.1. jsme bez podrobngjsiho zdtvodnéni uvedli, Ze vzorkovanim spojitého signdlu

y(t)sfrekvenénim spektrem Y (jw), vznikne vzorkovany signdl y’(t), jehoZ frekveneni
spektrum Y™ (jw) obsahuje vedle z&kladniho spektra jesté vedlejSi spektra, posunutd o ndsobky
vzorkovaci frekvence k o, :

Y’ (jo) :Ti SY(jo+ jkoy,) (5.37)

Vzorkovaci frekvence by méla byt volena tak, aby nedochézelo ke ztrété informace ve
vzorkovaném signalu, k piekryvani spekter vedouciho k aliasingu a aby bylo teoreticky mozné
rekonstruovat pavodni spojity signél z diskrétnich hodnot.

Uvazujme pro jednoduchost vzorkovéani vystupniho signélu y(t) idedlniho filtru dle obr.:

> Y(jo)
Idedlni filtr y(®) A
"""" ’ B
y (1), V' (jo) =2 ~0, 0 o, ®

Vzorkovani spojitého signdlu opét matematicky vyjadiime jako amplitudovou modulaci
0 — pulsi

Yt = S y(KD)S(t—KT) =y(t) > 5(t—KT) (5.38)

a posloupnost Diracovych pulsi budeme aproximovat posloupnosti gq— pulsi o Sitce T avysce
1/t , kterapro © — 0 limituje k posloupnosti 6 — pulsii :
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qt)

| 1/t : |
e T s
T T
T 0— T-—T 2T t
2 2
k=00
Funkce 26(t —KT) je periodickd, suda- rozvineme ji ve Fourrierovu fadu:
k=-o0
k=00 e o0
D 5(t—KT) =by+ > a sinke,t + > b coska,t (5.39)
k=—o0 k=1 k=1
=0... pro—sudou— funkci
1/2 1
kde b, = lim= jq(t)dt_nm (j dt + j —dt]
T T/ZT T
27 221 asnkat|” 2
a b, = lim= [ q(t) coske,tdt = lim2= [ =coske,tdt = lim=———2=| =2
=0Ty =0 Tt =0 Trko, |, T

Po dosazeni do (5.39) za b, b, dostavame

k=00 e
D 8(t—KT)=by+ > b, coska,t =
k=—00 k=1

1 & 1 . . . .
= ?(14. 22 COSka)vztj = ?(14_ glodt | gmioet 4 gl2ogt | ami2ogt ) ze jkat
k=1 k —o0

V zorkovany spoiit\’/ signal (5.38) Ize tedy zapsat ve tvaru:
y* (1) = y(t) 26(t —KkT) = y(t) = Ze ket (‘operace vzorkovani mazesileni 1/T!)  (5.40)

k=—00

Frekvencni spektrum vzorkovaneho sugnalu ziskdme z Fourrierova obrazu Y (jow) = {y* (t)}:

Y (jo)= [y (e dt = Z j y(t)e et = ZY( jo+ jkoy,) (5.41)
—o k:—oo

k=—0 —®

Nésledujici obrézek ilustruje zédouci pripad volby frekvence vzorkovani o, kdy nedojde
k prekryvani spekter (avzniku aliasingu), nebot’ o, >2

y(t)

Idedlni filtr

““““ 1

y (1) -0,/12 0 o,/2

v
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Véta 5-5 (Shannonova véta o rekonstrukci signalu):

Y(jo)| =0 pro |o|> e, (idedlni
filtr), potom pribeéh y(t) je jednoznacné urcen diskréinimi hodnotami {y(kT)}; k=0,

+1, +2,.....jestliZe pro vzorkovaci frekvenci o, :zT_ﬂ bude platit o ,>2w , resp. T < .
Q)

m

Pripomeime, Ze Nyquistova frekvence w,, byla definovana jako polovina vzorkovaci frekvence
N :C%VZ :$ a ztotoziujeme ji s maximalni frekvenci (o), kterd ma byt obsazena ve
vzorkovaném signalu.

Spojity signdl y(t) Ize rekonstruovat z diskrétnich hodnot y* (t)={y(KT)}, pokud je piivedeme
na vstup idedlniho filtru s frekven¢nim prenosem F(jw) =T naintervalu —% <w< %
( pripomeiime, Ze operace vzorkovani méla zesileni 1/T).

Impulsni funkce g(t) idediniho filtru je dana zpstnym Fourrierovym obrazem jeho frekvencniho
pienosu F(jw)

.t .t
g(t) —zi Te' do = T_ {eJT e T ]:lsinﬂ—t (5.42)

—H::'—i_”:‘

Pro vypocet jeho spojité vystupni odezvy y(t) na vstupni signdl {y(KT)} pouZijeme
konvolutorni soucet
y(t) = z g(t—KT)y(kT)= z sin 7(t=KT) y(KT) (5.43)
= (t —KT) T
Z uvedeného vztahu je vsak zigimé, ze |dealn| rekonstrukce spojitého signdlu by vyZadovala i
znalost budoucich hodnot vzorkovaného signélu.

Pri stanoveni vhodné periody vzorkovani T, bereme do Uvahy maximalni frekvence vyskytujici
se v regulagnim obvodg, frekvencéni pasmo puasobicich poruch a poZadovanou Sitku pasma
regulace.

Vzorkovaci frekvence nesmi byt v rezonanci s Zadnou tlumenou i netlumenou frekvenci systému,
nebor by dod o ke ztréte riditelnosti systému!!

Prakticka doporuéeni pro volbu periody vzorkovani T =—
,

vz

Prechodova charakteristika systému LAFCH (Bode)

h(t) A

v

T, =(0-40T Ot 0, =(10+20)a,

A
X
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