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6. DETERMINISTICKA IDENTIFIKACE LDS

V 1. kapitole (LS1) jsme uvedli, Ze pro ziskani matematického modelu redlného dynamického

systému existuji dva pristupy:

1/ Ur¢eni matematického modelu na zaklade matematicko-fyzikalniho model ovani, bez
nutnosti vyuziti metitelnych veli¢in naredlném systému. Jedna se tedy o analyticky pristup.
Struktura modelu je odvozena z fyzikélnich z&kont a parametry maji obvykle jednoznacné
interpretovatelny fyzikélni vyznam.

2/ Ur¢eni matematického modelu na zaklade experimentii provadenych na realném systému.
Snahou je ziskat takovy model, ktery v néjakém definovaném smyslu co nejlépe odpovida
naméirenym redlnym veli¢inam.

PFi tomto pristupu je obtizny vybér vhodné struktury modelu (vyuziva se i poznatki z
matematicko-fyzikalniho modelovéani, strukturamize byt upresiiovana), jakmile je v3ak
fixovéna, jedna se vlastné o odhad neznamych parametri néjakou identifikaéni metodou.

ProtoZze matematicko-fyzikdnimu modelovani jsme se vénovali v 1. kapitole LS1 a mame jiz

dostatek poznatkt zdiskrétnich LDS, uvedeme jako priklad experimentdniho pristupu

deterministickou parametrickou identifikaci matematického modelu spojitého Fizeného redlného
systému s pouzitim ¢islicového pocitace. Predpokladejme, Ze model chceme urcit na zékladé
jednorazového zpracovani naméienych dat ( identifikace off-line, nerekurzvni).

Pri experimentanim pristupu k identifikaci systému je nutné vénovat pozornost formulované tloze

a podminkam, za kterych experiment bude probihat.

Jedna se zejména o vyber:

al vhodného, dostatecné ,, bohatého” a jednoduse realizovatelného vstupniho signalu, ktery
vybudi vSechny médy redlného systému. Za vhodny signdl miZe byt povazovan napi.
jednotkovy skok ¢i po ¢éstech konstantni funkce, ale nikoliv napt. sinusovy signél, ktery by
vSechny mody systému nevybudil.

b/ vhodného modelu — v daném piipadé napt. diskrétni prenos ¢i diferencni rovnice zvoleného
f&du s neznamymi koeficienty - parametry.

¢/ identifikatni metody

Blokové schéma experimentu :

Generétor vstupniho signdu D/A prevodnik Spojity redlny LDS

(&idl. positac) (tvarovas 0. Fdu) i
l y(t)

{u(km} { y(kT)}

K dispozici tedy mame zndmou posloupnost diskrétnich hodnot {u(kT)} generovaného vstupniho
signdlu a posloupnost diskrétnich hodnot {y(KT)}, ziskanou marenim vystupni veliciny spojitého
redlného LDS pro k=0,1, ....

Je ziejmé, Ze matematicky model spojitého redlného LDS nelze ziskat piimo, nebot’ ze soubort
diskrétnich dat Ize urcit pouze matematicky model spojitého systému veetné tvarovace 0. fadu.
Model spojitého LDS ur¢ime az nasledné s vyuzitim prevodnich vztaha uvedenych v odstavci 5.5.

6.1. Linearni regrese a metoda nemensich ¢tver ci

Mezi vstupni posloupnosti {u(kT)} a vystupni posloupnosti {y(kT)} diskrétnich hodnot musf
existovat kauzalni vztah, ktery budeme respektovat vybérem néjakého matematického modelu
zvolené struktury s nezndmymi parametry. Jako vhodny model miZzeme vybrat napi. diskrétni
pienos se zvolenym stupném n polynomu ve jmenovateli a s relativnim radem 1 (vystup
diskrétniho systému reaguje na vstup se zpozdénim jedné periody vzorkovani)
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_Y(zY) _ bz'+bz?+..+bz"

E.(zY = , 6.1
5(27) U(z') 1+az'+a,z’+..+az" 6D
kterému odpovidéa diferen¢ni rovnice n-tého fadu s neznamymi koeficienty a,b, i=1..n
y(k)+ayk-)+ayk- 2)+..+a y(k- n)=bu(k- 1) +..+bu(k- n) (6.2)
Diferencni rovnici je vhodné prepsat do regresniho tvaru (regresnino modelu)
y(k)=-a ay(k-i)+a bu(k- i) (6.3)

i=1 i=1
ktery vyjadiuje predpokladanou kauzalni zavislost namétenych dat. Pokud by zvoleny model svou
strukturou piresné odpovidal redlnému systému a méiena data by byla ziskavana piresné, pro uréeni
2n neznamych parametra by bylo nutné provést 2n méteni. Budeme-li realisty, musime pripustit,
Ze model nemusel byt zvolen adekvétné a Zze meéreni jsou ziskavana sngjakou chybou.Tyto
skute¢nosti budeme respektovat v kazdém meéieni zavedenim chyby e(k) do regresniho modelu

y(k) =- & ayk- i)+& bu(k- i) +e(k) (6.4)

i=1 i=1
Provedeme-li postupné | meieni od néjakého okamzZiku k, miZeme regresni model (6.4) zapsat
vV maticovém tvaru

ey u e-y() L -y(en): uk-) L u(k-n) sean € e(d) o
gy(k+1)3 g - y(K) L -y(k-n+1); u(k) L u(k-n+1)HgM3 ge(k+1)3
e u u e o w v G & g
s 0 oga ! ! o I Gabg e 1 og
g ! 3 g ! ! ! ! ! ! EéMl:J g ! 3
ay(k+)g gy(k+1-1) L -y(k-n+l); L L u(k-n+|)ggbna e (k+1)g
respektive

y,=Fq+e (6.5)
y,, ...vektor méieni, F ...maticeregresoriz, q ...vektor parametriz, e ...vektor chyb.

Provedeme-li vétSi pocet meéeni nez je pocet nezndmych parametria, | > 2n, lze identifikaci
nezndmych parametrii q prevést na optimalizagni Ulohu uréeni optimaliniho vektoru q° tak, aby
bylo minimalizovano kriterium ve tvaru souctu ¢tverca chyb métreni

K+l
J(a)=ae*(i.a) resp. vektorove J(q)=e"(q)e(qa).
j=k

Optimalni vektor parametri je potom uréen z podminky
q =argminJ(q) =argmin{e’(@)e(@)} , kdee=y,-Fq (6.6)
q q
Rozepsanim dostaneme
a" = agmin{(y,- Fa)'(y,- Fa)} =agmin{y.y, +a"F Fq- y.Fq-q"Fy,}

q q
L
a z nutné podminky minima %L‘q{ =0 dostavdme optimalni hodnotu parametrii
a' =(F'F)"FTy, (6.7)

Vyraz (F F ) "F T je zobecnéna inver ze obdéinikové matice F (Penroseova inverze, Matlab: pinv)




Priklad 6.1: llustrace pouati metody nejmensich ctvercii pro identifikaci parametrii prenosu spojitého systému ze
simulovanych dat
1
p*+p+1
Zvolime-li periodu vzorkovani T =0.2 sec. , potom diskrétni pienos spojitého systému s tvarovatem
L 0.01867z+0.01746 bz+hb,
nultého Fadu na vstupu bude:  F (Z) == ==
z°-1.783z+08187 z°+az+a,

Smulace vstupnich a vystupnich dat pro identifikaci parametrai:
PouZijme tento diskrétni model jako simulagni model pro ziskani vstupnich a vystupnich dat, které pouzijeme pro
ilustraci identifika¢ni metody. Model vybudime vstupnim signalem U (kT) vetvaru jednotkového skoku,

zpozdéného o 1sec. K vystupu systému miizeme pricist ndhodny signdl simulujici nepfesnost modelu ¢i méteni.
Ulozme s napt. 30 vstupnich a vystupnich hodnot do pracovni oblasti - viz schémav Simulinku:

Predpokladeime, Ze zndme prenos spajitého LDS:  Fg(p) =

.01867z1+0.017462z"2

> | Iy N [
1-1.783z+0.81872z2
Ste 1
P Discrete Filter2 Scope
oooo
oo
S >

To Workspace

=
Clock
= ]
To Workspacel

Clockl

Signal
Generator

YvY

Ziskana data pouzijeme v metodé negimensich ¢tverch pro zpétné uréeni (,znamych®) parametra diskrétniho prenosu
Fs (Z) . Nejprve uré¢ime matici regresorii podie (6.5) anédedng vektor neznamych parametri q* zevztahu (6.7):
for i =1:1:30
for j=1:1:2
F(i,j)=-y(5+i-j);

F(i,j+2)=u(5+i- j);

end ;

end ;

pseudoinvF = pinv(F );
for i =1:1:30
ym(i) = y(5+i)

end ;

q = pseudoinvF * ym'
Nepuisobi-li ndhodny signal naméreny vystup, uréené parametry q ’ odpovidaji parametrim diskrétniho prenosu
Fs (Z) . Pouzitim Matlabu d2c ur¢ime zpétné prenos daného spojitého systému:

éa,u é 1.7830u

é u é a
* A f A 0-8187 - . . .
o =08 0, F ()= 0072400075 10018

éb U €0.0187 4 2% - 1.7830z +0.8187 ~ p?+p+0.9815

0 §0.0175

Pisobi-li na méieny vystup napt. ndhodny signal samplitudou 0.01 a frekvenci 0.01rad/sec., uréené parametry
diskrétnihoi spojitého prenosu systému sejiz |i§ od parametri v zadanych pienosech:

eau e-Lrau
_eu_e 078y (5= 002092400007 . 00528p+11224
4 Teni e00000 oY T 217424078 S T 02 41.242p+1.1354
&0 &.00974



7. POZADAVKY NA REGULACNIi OBVOD A NAVRHOVA OMEZENI
Obvykle kladené poZzadavky na funkci a vlastnosti regula¢niho obvodu vysvétlime na zékladnim
tvaru regula¢niho obvodu s dynamickym reguldorem s jednim stupném volnosti (1DoF regulétor).
UvaZzovana struktura regula¢niho obvodu je na nésledujicim schéma,

G

Vv

W e u v y
G, Fr(P) Fs(p.a)

v

kde w,e,u oznatuji po tadé referencni signél, regulacni odchylku a fizeni. Métreny a soucasné
regulovany vystup je oznacen y. Vyskyt deterministické poruchy v fizeném systému (ma obvykle
charakter , nizkofrekvencni* poruchy a mize byt meritelna ¢i nemétitelnd) respektujeme poruchou
v, kterd je prepoctena na vystup fizeného systému. Porucha z zastupuje poruchy vzniklé
meétenim regulované veliciny y , povazujeme ji za ,vysokofrekven¢ni“ poruchu a snazime se ji
odfiltrovat. V prenosove funkci Fg(p,a) oznacuje a parametry fizeného systému.

Regulacni Uloha predpoklada navrh zpetnovazebniho, realizovatelného regulatoru F.(p), ktery
zaruci, aby zmeny poZadované hodnoty regulované veliciny y(t), zadavané referenchim signalem
w(t), byly realizovany prresné, co ngjrychlgji a s poZzadovanou kvalitou prechodového deje ato i pri
prisobicich poruchach a moznych zmenach parametra 7izeného systému ¢i regulétoru.

Oznacime-li F, (p) = Fs(p.a)Fz(p), potom v dané strukture regulacniho obvodu je obraz
regulované veli¢iny dan vztahem

Y(p =P wip+ I v(p)- =P zp (71)
1+F,(p) 1+F,(p) 1+F,(p)

Je zigjmé, Ze pozadavky kladené na prubeh regulované veli¢iny budou souc¢asné omezovany
poZadavky kladenymi na potlageni ¢i kompenzaci poruch a Ze navrh regulétoru bude obvykle
vychazet z kompromisnich poZadavku a podiéhat néjakym navrhovym omezenim.
Mez zakladni poZzadavky na viastnosti regulac¢niho obvodu patii zefména:
Stabilita a robustnost ve stabilité, piesnost regulace, kmitavost uzaviené regulacéni smycky,
potlaceni harmonickych poruch, kvalita regulace a citlivost na zménu parametrii.
PoZadavky Ize formulovat a interpretovat v ¢asove oblasti, ve frekveneni oblasti ¢i algebraicky.
Pro navrh regulédtoru je nutné specifikace jeho struktury a urceni jeho parametri. Pri regulaci se
pouZivaji i slozit&jsi struktury - kaskadni, extremalni, pomerova, s vnit/nim modelem systému aj.

7.1. Stabilita arobustnost ve stabilité, korekéni ¢lanky
Uzavireny regulacni obvod by mél byt stabilni a mél by vykazovat i uréitou robustnost ve stabilité
(viz Kap.4). Robustnost charakterizujeme pozadovanou bezpecnosti v zesileni 1/ K, uréenou
z frekveneni charakteristiky otevieného regulacniho obvodu F,(jw) pii w=w,, a bezpecnosti
veféz g, uréenou pii w =w,. Obvykle poZadujeme 1/ K, > 2, g > 40°.
Robustnost ve stabilité 1ze ovlivnit navrhem jednoduchych ( piipadné nasobnych) korekénich
danka s derivaénim nebo integracnim charakterem. Korekéni ¢lanky tvaruji amplitudovy a
fazovy prubéh F,(jw), jsou zatazeny pied fizeny systém a zastupuji v regulacnim obvodu funkci
regulatoru. Jgjich navrh vychézi ze specifikace hodnot w,,,w, a poZadavki na robustnost ve
stabilité. V anglosaské literature je fizeni pomoci korekénich ¢lankt nazyvano ., lead-lag control”.
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Korekci se ovlivni vdechny dalSi vlastnosti regulacniho obvodu a je ziejmé, Ze jednoduché
korekeni ¢lanky nemohou splnit prisnéjSi poZadavky na vlastnosti uzavieného regulacniho obvodu.

Derivacni korekéni ¢lanek.
Prenos deriva¢niho ¢lanku budeme uvazovat ve tvaru

Fo(jw) = K IWTo #1551 (7.2)

jw—"+1
a

Clanek zavadi do frekvencniho prenosu oteviené regulagni smycky F (jw) = Fq(jw)F, (jw)
fazovy predstih, zvétSuje Sirku pasma regulace a zvySuje rychlost odezvy (hodnota pélu je vétsi
nez hodnota nuly a zpohledu GMK je zigmé, Ze pruseik asymptot srednou osou

o o

an-az
q=——1— seposouvavice vlevo do stabilni komplexni poloroviny).

n-m

Nyquistova frekvencni charakteristika v komplexni roving, piimkova aproximace Bodeho

logaritmické amplitudové frekvencni charakteristiky a fézova frekvencni charakteristika
derivacniho korekéniho ¢lanku jsou zndzornény pro K = 1 na nasledujicich grafech:

ImF, (jw) [Fo (iw)
A
A
w |
w=0 00 o >
uT !
a ] a " > Mo ogw
j max 1 S Re FD ( jW) J |
| w ! log w

Prowl (-¥,¥)méaNyquistova charakteristikatvar kruznice, kterou ziskame vylou¢enim w
Z rovnic pro rednou aimaginérni ¢ést:

2 a& - 10
JWT, +1 w0 41 Wog o &
Fo(jw)=—2—= .?2 +] > =ReF,(jw)+jImF,(jw)=u+jv  (7.3)
w2+l w? o+l w2 D+l
a a a
e l+ad , aa-18
B . 1120 2@ 10 (7.4)
e 2 g e 2 g

Pro frekvencew 1 [0,¥%) uvazujeme pouze horni palkruznici s vyznacenou orientaci rostouci w .
Pro fazovy predstin j (w), wi [0,¥), plati

wT, 8@—_19
. ImF. (jw PL a .
D WZ—D+1

a

Maximalni fazovy predstih j ... je dan te¢nou ke kruznici vedenou z pocéatku komplexni roviny.

8



Z nutné podminky extrému (pro w =w;  musi platit di [tgj (w)] =0) ur¢ime nejprve frekvenci
max W
w, ., pti které nastava maximalni fazovy predstih j ., -

Maximaini fazovy predstih urcime dosazenimzaw, do(7.2): j ,, =argF, ( jw)‘wmI max

Dogtaneme

Ja : T, 1
w =2 a j_ =arctgw T, - arctgw;, -2 =arctg/a - arctg—— 7.6
] max TD J gjmaxD gWJmaxa g g\/g ( )

Derivacni korekeni ¢lanek zavadi fazovy predstih do frekvencni charakteristiky oteviené regulacni
smycky, frekvence w —se oproti nekorigovanému pienosu voli v oblasti vySSich hodnot.
Frekvence w_, vyhovujici podmince |F,(jw,)| =1, resp. |F,(jw,)|,, =0dB ovlivni poZadovanou
Sitku pasma regulace a parametry korekéniho ¢lanku. Soucasné je nutné sledovat bezpecnost
v zesileni 1/K,, , ktera je uréena polohouw,, : K, =|F, (Wi )|, ag F,(jw,, ) =- 180°.
Pomamka 7.1.
Korekci bezpecnosti ve fézi ¢i zesileni bychom mohli provést i pouhou zménou zesileni oteviené
regulacni smycky resp. korekéniho ¢lanku. Zmeéna zesileni je vSak frekvenéné nezavisla a
neumoZnuje Zadouci ,, frekvencni tvarovani zisku" oteviené regulacni smycky.
V dalSim predpokladame, Ze zesileni oteviené regulacni smycky bylo fixovano na K =1.

Postup pii navrhu korekéniho élanku.
Dobrou orientaci pri navrhu poskytuji zejména Bodeho frekveneni charakteristiky, a to i jejich
piimkova aproximace. Z charakteristik 1ze usoudit na redlnost kladenych poZadavka tj. na moznost
docileni pozadovaného prabehu F,(jw,).
ProtoZe pii w =w, je definovéna bezpesnost ve fazi g, g = 180° + arg F,(jw,), miZeme napr.
pozadovat, aby pii zvoleném w, bylo navrhem korekéniho ¢lanku dosazeno pozadované
bezpetnosti ve fézi g, .
Parametry T, ,a deriva¢niho ¢lanku jsou potom dany feSenim rovnic

|F0(jW0)| = |Fs(jW0)FD(jW0)| =1 a ag [FS(jWO)FD(jWO)] =-180° +g, . (7.7)
Korekce ovdem zméni i dalSi vlastnosti systému, a proto se v praxi korekéni ¢lanek obvykle
navrhuje iterativng, pricemz se doporucuje volba T, v okoli T, (nejvétsSi ¢asova konstanta

sysému) aa | [5, 50].
Pro korigovany prenos otevieeného regulachiho obvodu se urci prenos uzavieného regulacniho
obvodu F,(jw) a analyzuji se dosazené viastnosti (robustnost ve stabilite, Sirka pasma regulace

w,, doba regulace T, preregulovani s,, a j.). Jeli nutna korekce navrzeneho FD(jw),
upravujeme obvykle volbu w, a vypocteme nové hodnoty parametri T, ,a .

Poznamka 7.2.

Volba w, ovliviuje Sitku pasma regulace, vymezenou frekvenci w,, pii které je zisk uzaviené

regulaéni smycky roven — 3dB. Nés v3ak zajima, jak |ze ,predikovat” chovani uzaviené regulacni

smycky z frekvenéni charakteristiky oteviené regulacni smycky. V literature lze nalézt pro

»typicky” prabéh LAFCH orientaéni stanoveni w,, které je vymezeno pasmem frekvenci, kde
IF,(jw)] . T [-6dB ,-7.5dB] a argF,(jw)T [-135°,-2257.

Pokud by prenos uzaviené regulacni smycky F,(jw) byl kmitavym systémem 2. fédu, Ize urcit

jeho relativni tlumeni x anetlumenou frekvenci w, a odvodit nasledujici vztahy:



4 4
Ws:Wn\/(l-X2)+1/X4-4X2+2 a w,=—— resp. T, =—o (7.8)

T, X W, X

Uvedené vztahy |ze pfiméiené pouZit i pro prenos uzaviené regulatni smycky vysSiho radu, pokud
je redukovatelny na dominantni kmitavy systém 2. f&du.

Priklad 7.1: Néavrh derivacniho korekéniho ¢lanku die poZzadované bezpecnosti ve fézi.

1 T p+1
K systému F,(p) =— navrhnéte derivasni korekeni clanek Fy(p) = TD P , a >1 tak,
p L p+1
a
aby pii W, = 2rad / sec. byla dosaZena bezpetnost vefézi g, = 45°!
jwT, +1

Pienos oteviené regulacni smyeky : F (jw) = Fg(jw)F, (jw) = T

(jw)*(jw—> +12)
a

Pro poZadovanou velikost bezpecnosti ve fazi g, pii frekvenci W, musi platit:

U |F, (iwg)| = |Fs (iwo) Fo (jwy)| =1 2/ argF,(jw,) = - 180° +g

Po rozepsani dostaneme dveé rovnice pro dve nezndamé T, ,a :
J1+WIT?
———22 =1 P 64T2 - 4a°T; +15a° =0

TZ
w15 s
a

2/ argF,(jw,) =arctg(w,T,)- 180° - arctg(wgi) _ . 180° +g,

2T,
Druhou rovnici upravime. Po dosazeni zaW, a g dostavame arctg(2T,)- arctg(—>) = 45°
a

tga - tgb o, - 2o
Protozeplati tg(a - b) =103 - 190 . dostavame 621 = tg45° =1
1+tgatgb 4TS
1+
a
+ 201+ 2
a po Upravé a :M rep. a’ :M
2T -1 (2T, - 1)

Po dosazeni za:@ > do prvni rovnice dostaneme: - 64T, - 32T +480T7 - 136T, +124=0

Rovnice méa jedinéredné kladnéiedeni : T, =2.3983 sec. Z druhérovnice dostaneme a = 7.3234
Hledany derivacni korekéni ¢ldnek mé pirenos:
T,p+1 _2.3983p+1

Fo(p) =
'2) D+1 0.3275p+1

Pienos otevi‘ené regulacni smyeky :
T,p+1 2.3983p+1
F(P) = Fo(PIFo(p) = — 22— = =P
pA( 2 p+1 OOePPTP
a

Kontrola névrhu: MATLAB (mar gin, feedback, step) : g =44.7° pii W, = 2.04 rad/sec.

Prechodova charakteristika uzaviené regula¢ni smycky ma 30% preregulovani, Trag @bsec.
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44.7 deg (at 2.04 rad/sec)
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Integracni korekéni élanek.
Prenos integracniho ¢lanku budeme uvaZzovat ve tvaru
K JWTI +1 .
jwaT, +1°
Clanek zavadi do frekvencniho prenosu oteviené regulagni smycky F (jw) = F¢(jw)F, (jw)
fézové zpozdéni, zmenduje Sitku pasma regulace a sniZuje rychlost odezvy (hodnota polu je mensi
nez hodnota nuly a zpohledu GMK je zigmé, Ze pruseik asymptot srednou osou
o o
an-az
q=——1— seposouvavice vpravo ve stabilni komplexni poloroving).
n-m
Nyquistova frekvencni charakteristika v komplexni roving, piimkova aproximace Bodeho
logaritmické amplitudové frekvencni charakteristiky a fazové frekvencni charakteristiky
integracniho korekeniho ¢lanku jsou zndzornény pro K =1 na nésledujicich grafech:

F (jw) = a>1 (7.9)

Im F, (jw) IF (jw)|ae 4 VaT, UT,
4 i : ! >
\ logw
Va 1 w=0 ] A ! W

J max

v

logw

N
\

'jmax

W 'Jmax

=) max

Analogicky k derivaénimu ¢lanku bychom odvodili, ze pro wi (-¥,¥) méa Nyquistova
charakteristika opét tvar kruznice, pricemz pro frekvencewl [0,¥) uvaZujeme pouze dolni
pulkruznici s vyznagenou orientaci pro rostouci w .

Dale Ize analogicky urcit frekvenci w; a maximalni fazové zpozdeni -j ., :

w, =1 S arctg\/§+arctgi (7.10)
a

=) max -I-I \/5 \/_
Integrachi korekeni clanek zavede do frekvenchni charakteristiky otevicené regulacni smycky fazové
zpozdeni, frekvence w —se oproti nekorigovaneému prenosu voli v oblasti nizsich hodnot.

Frekvence w , vyhovujici podmince |F, (jw,)| =1, resp. |F,(jw,)| , = 0dB, ovlivni poZadovanou
Sitku pdsma regulace a od jeji volby jsou odvozeny parametry korekéniho ¢lanku. Opét sledujeme
bezpeznost v zesileni 1/ K, uréenou priw,,, : arg F,(jw,,) =- 180° a K, =|F, (jwi, )|-

Postup pii navrhu integracniho korekéniho ¢lanku je analogicky jako pti ndvrhu derivacniho
¢lanku. Pozadujme napt., aby pri zvoleném w, bylo navrhem korekéniho ¢lanku dosazeno
pozadované bezpecnosti vefaz g, .
Parametry T, ,a integracniho ¢lanku lze uréit feSenim rovnic

|F0(jW0)| = |Fs(jW0)F| (jW0)| =1 a arg[Fs(jWO)F| (jwo)] =-180"+g, . (7.11)
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Korekce zmeéni i dalSi vlastnosti systému, a proto se v praxi korekéni ¢lanek navrhuje iterativng,

pricemz se doporucuje volba T, tak, aby Ti <w, aal [5,50].
|
Pro zkorigovany prenos otevieného regulacniho obvodu se urci prenos uzavieného regulacniho

obvodu F,(jw)a analyzuji se dosazené viastnosti (robustnost ve stabilite, Sirka pasma regulace
w,, doba regulace T, preregulovani s, a j.). Jeli nutnd korekce navrzeného F, (jw),
upravujeme volbuw, a vypocteme nové hodnoty parametra T, ,a .

Navrh derivatnich ¢i integracnich korekénich ¢lanka ( v anglo-saské literatuie “lead-lag control”)
|ze povaZovat za jednoduchou a v podstaté heuristickou frekven¢ni metodu syntézy, ktera vychézi
ze specifikace jednoho bodu frekvencni charakteristiky oteviené regulacni smycky F,(jw,) a
nemize tedy garantovat poZadované chovani pro obecnou tiidu spojitych LDS. Lze vSak
navrhnout i sloZitéjSi (nasobné) korekeni ¢lanky.

Frekvenéni omezeni pii navrhu korekénich élankii pro neminimalné-fazové systémy
V odgtavci 3.7. (LS1) jsme ukézali, Ze pienosova funkce systému s nestabilnimi nulami a/nebo
poly muze byt zapsana ve faktorizovaném tvaru sestavajicim z neminiméalné-fazové a minimalné-
fézové casti

Fs(P) = Fow (P)Fy (P)

piicemz faktorizace je provedenatak, aby neminimalné-fazova cast mélatvar “all-pass’ filtru:

F(p) =P % (pro nestabilni nulu) F_(p)=22Pe (pro nestabilni pol)
p+z P- B

Z frekvencniho pohledu ma all-passfiltr F_ . (jw) jednotkoveé zesileni " w, neovlivni tedy prab&h
LAFCH oteviené regulacni smycky, ale zavede dodatecné, frekvencéne zavislé fazové zpozdeni
i o (W) k fézovému zpozdeni j ., (w) prenosové funkce F (jw), atedy i do prabshu L FFCH!

V pripadé nestabilni nuly je pro wi [0,¥) fézové zpozdeni z intervalu j ., (w)T g0°,- 1800),
v ptipadé nestabilniho pdlu je pro wi [0,¥) fézové zpozdeni z intervalu j ., (W) T ( 180°,0°H.

Poznamka:

Pouzijeme-li Matlab pro vypocet Bodeho frekvenchich charakteristik neminimalne-fazovych
systémii, Zistime, Ze vypocet nepodporuje Zadouci ilustraci dodatecného fézového zpozdeni
zZpiisobeného all-pass filtrem a neziskame vySe uvedené intervaly fazového zpozdeni.

Je to zpiisobeno jinym oznacenim kvadrantiz komplexni roviny, a tedy i vypoctem féaze frekvencni
charakteristiky all-passfiltru.

Vypodet pribéhu faze all-pass filtru snestabilni nulou resp. pdlem (z, =+1, p, = +1).

Nestabilni nula:
. -jw+l_1-wt . 2w . ; i i ImF””‘f(jW)
_ - i =ReF ImF, = Bar (i)
Fo (W) WAl Wil dwiel eF (W) +jImF (iw), ] (w)=arctg ReF,,, (jw)

Pro 0O£w£1 : ReF,, (jw)2 0, ImF (jw)£0 ® j (w)T g°,-90°}
Pro 1<w< ¥ : ReF,, (jw)£0, ImF,, (jw)£0 ® | (w)i (-90°,-180°)
Prow1 [0,¥) je fazové zpozdeni all-passfiltru zintervalu j (w)1 §0°,- 180°).
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Nestabilni pol:

jw+l_w’-1 (

jw-1 w?+1 W

Pro 0O£w£1 : ReF,, (jw)£0, ImF, (jw)£0 ® | (w)T & 180°-90°y
(w)T (-90°,0°)

Prow1 [0,¥) je fazové zpozdeni all-passfiltru zintervalu j (w)T (- 180°,0°.

ImF,.., (jw)

=ReF,, (jw)+ jImF,, ReF., (W)
nmf

jw),j (w)=arctg

anf (JW) =

Pro 1I<w< ¥ : ReF,,(jw)3 0, ImF (jw)£0 ® |j

Predpokladejme, Ze chceme navrhnout korekeni ¢lanek F (p) k neminimalng-fazovému systému
s prenosem F(p), ktery ma nestabilni nulu a/nebo pol. ProtoZe nestabilni faktory nelze krétit,
bude mit nestabilni nulu a/nebo pdl i pienos oteviené regulacni smycky

F, (iw) = Fs (iw) Fe (iw) = Fo (W), (W)F (jw)
Pri ndvrhu korekéniho ¢lanku dle pozadované bezpecnosti ve fazi g, pri frekvenci w, uréime
parametry korekéniho ¢lanku z rovnic pro amplitudu afazi  otevicené regulatni smycky

[Fo (o) =[P (iWo) Fc (iWo)] = (1) Foe (i) Fi (1we)| =1
arg F,(jwo) =argF, (iw,)+argF, (jw,)+argF (jw,)=-180° +g,

Oproti minimalne fazovéemu systému dochazi u neminimélne-fazovych systémi ve fazové rovnici
oteviené regulacni smycky k rychlejSimu poklesu faze a pro dosaZeni poZzadované bezpecnosti ve
fazi g, je nutné volit nizsi hodnotu w, . To ovdem zpisobi snizeni Sirky pasma regulace!

Z pritbehu fazového zpozdeni u “ all-pass’ filtriz s nestabilnim pélem a nulou vyplyva, Ze nestabilni
pdl omezuje dosazitelnou Sirku pasma regulace zdola a nestabilni nula shora.

7.2. Navrh diskreétnich korekénich ¢lankai.

Chceme-li navrhnout ke spojitému systému s pienosem F¢(p) néjaky diskrétni korekeni ¢lanek
sprenosem F, (z), maZzeme pouzit opét dva principidné odlisné pristupy, podobné jako pri
névrhu diskrétnich regulétora (viz odg. 5.1.).

Pristupy se lisi podle toho, zda vychozim modelem fizeného systému je spojity prenos Fizeného
systému nebo diskrétni prenos, zahrnujici tvarovac 0. /adu.

ProtoZe névrh korekénich ¢lanka se provédi ve frekvenéni oblasti, ukéZzeme, Ze prvni pristup
vyuziva frekvenéni charakteristiku spojitého systému a druhy pristup tzv. pseudofrekvenéni
charakteristiku, jako aproximaci frekvencni charakteristiky diskrétniho systému.

Navrh diskrétniho korekéniho ¢lanku s vyuzitim frekvenéni charakteristiky spojitého systému

1/ Vychodiskem navrhu je spojity prenos systému F¢(p), respektive frekveneni prenos Fg(jw),
pii p= jw. Frekvence w je definovanavztahem w =Imp.

2/ Ve frekvenénich charakteristikéch spojitého systému provedeme navrh spojitého korekéniho
¢lanku podle odst. 7.1. aziskame F, (jw) resp. F, (p) pii p= jw.

3/ Diskrétni pienos korekéniho ¢lanku F, (z) ziskame diskretizaci s pouzitim lichobéZnikové

aproximace: F, (z) = F, (p) pti dosazeni za p = %Z—+i - viz Matlab: c2d(sys, T ,'tustin’).
y;

Problémem je volba perioda vzorkovani T, neni respektovéna funkce tvarovace a vysledny
névrh nemusi byt uspokojivy.
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Navrh diskréniho korekéniho ¢lanku s wuztim pseudofrekvenéni charakteristiky

1/ Vychodiskem navrhu je diskrétni pienos spojitého systému s tvarovacem 0. fadu

il1-e"
Fs(2) = Zi
|

Fs(p)g. Pro diskrétni prenos plati F; (z) = Fs(e”") a pro frekveneni

prenos diskrétniho systému F (e™") =F (epT )| oo €T =COSWT + jsinwT .

Nabizi se moZnost provést ndvrh korekeniho ¢lanku ve frekveneni charakteristice diskrétniho
pienosu F¢(e™") , navrh viak bude z diivodu matematickych potiZi obtizny (imagindrni osa
+jw se zobrazi na jednotkovou pélkruznici, frekvenci uvazujeme v intervalu wi [0,p /T),
kde p /T jeNyquistova frekvence (viz LS1, odst. 5.7).

Napiiklad pribeh faze aperiodického clenu 1. fadu budev intervalu j T §0,- 180°)!

Z téchto duvoda je vhodné provést navrh korekeéniho ¢lanku v aproximované frekvencni
charakteristice diskrétniho prenosu — v tzv. pseudofrekvenéni charakteristice.

2/ K prenosuF(z) ur¢ime,, pseudofrekvencni pienos® F¢(jw) s pouzitim lichobéznikové
2+ pT

aproximace F¢(p) = F5(2) , pii 2= BT , pticemz p = jw.
-p
Plati tudiz
L . J2z-1y
W=Imp=Imj=—= 7.12
P=IMT 241 (7.12)

Upravou tohoto vztahu dostaneme poZadavek na volbu periody vzorkovani T, pii které bude
pseudofrekvence W dostatecné presnou aproximaci skute¢né frekvence w v uvazovaném
pasmu frekvenci, kde je navrhovan korekeni ¢lanek (obvykle v okoli frekvence w,, kde
LAFCH prochazi osou 0dB a uréujeme bezpecnost ve fazi):

122-15_2 m} [(coswT - 1) + j sinwT][(coswT +1) - jsian]i,J:

w=Imp=Im
LS P A (CoSWT +1)% +sin’wT
ZsinWTcosWT
_2 ST _2 2%, 2, wT 019
T1+coswT T oWT LWl ,WT _ Wl T° 2 '

sSn“— +c0s"— +Cc0s”— - Sn
2 2 2 2

ProtoZe pro malé uhly % plati tg % @WZ—T , pro dobrou frekvenéni aproximaci miZeme zvolit

periodu vzorkovani T napt. tak, aby % £1°.

3/ V pseudofrekvencni charakteristice navrhneme k ur¢enému F(jW) korekéni ¢lanek F, (jw),
resp. F, (p) ajeho diskrétni tvar uréime opét pouzitim lichob&znikove aproximace

2z-1

Fe (29 =F(P) pii p=——" (7.14)

Priklad 7.2:

Névrh diskrétniho derivacniho korekeniho ¢lanku dle pozadované bezpecnosti vefazi (viz piiklad 7.1)
1

Upravme formulaci zadani: K systému F,(p) =— navrhnéte diskrétni derivasni korekeni ¢lanek Fj (2) tak, aby
p

pii W, = 2rad / sec. byla dosaZena bezpeznost ve fazi g = 45°1
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Navr h diskrétniho korekéniho élanku ve fr ekvenéni charakteristice spojitého systému

1/ V predchozim piikladu jsme navrhli spojity derivacni korekéni ¢lanek s pienosem:

T,p+1 _2.3983p+1

Fo(p) = =
'2) D+1 0.3275p+1

2/ Diskrétni prenos F (Z) uré¢ime pouzitim lichob&Znikové aproximace (Matlab: c2d(sys, T, tustin’)).
Podle doporucené vol by periody vzorkovani W, = % = (10 s 20)W0 zvolime T=0.5sec.

_ 45862- 3.72

Prenos diskrétniho derivainiho korekeniho dlénku (c2d(sys, T tustin)):  Fp (2) 01312
Z- L.

0.125z+0.125
Z-2z+1

Pro teely simulace diskretizujmei dany systém s tvarovasem (c2d(sys, T, 'zoh)): F¢(2) =

Pro pienos oteviené regulaini smycky dostaneme: F, (z) = 057337° +0.1083z- 0.465
r ¢ "0 T3 2
Z°- 2134z +1.268z- 0.1342

0.57337%> +0.1083z- 0.465
Z - 1.5617° +1.377z- 0.5992

apro prenos uzaviené regulasni smyeky: F, (Z) =

Zjistujeme ale, Ze skokova odezva se podstatné 1§ od odezvy spojitého regulacéniho obvodu:

Step Response
2 T T

Amplitude

0 I I | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Time (sec)

Navrh diskrétniho korekéniho ¢ldanku s wyuzitim pseudofrekvendéni charakteristiky
w, T
0

Zvolime nyni periodu vzorkovani T tak, aby £1°, pricem? pozadujemew, = 2rad / sec.

Protoze 1rad je priblizné 57°, zvolime T = 0.01sec.
5e- 005z +5e- 005

1/ Diskretizujme dany systém s tvarovacem 0. tédu pri T=0.0L: F;(z) =

Z*- 2z+1
2/ K prenosu Fg (Z) uréime,, pseudofrekveneni prenos' Fg (jW) s pouzitim lichobéznikové aproximace
A ~ -0.005p+1
Fs(P) = F5(2) (Matlab: d2c(sysd, T, "tustin’): Fg(P) :%
p

3/ Z Bodeho charakteristiky vidime (viz nasledujici graf), zev okoli W, =1rad / sec je aproximace frekvencni

charakterigtiky daného systému pseudofrekveneni charakteristikou zcela vyhovujici a navrh derivagniho ¢lanku
by probiha shodné jako ve skute¢nych frekvenénich charakteristikach.
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Bode Diagram
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4/ Diskrétni tvar derivagniho élanku Fy (Z) uréime opét pouZitim lichob&Znikové aproximace

7.228z- 7.198
z- 0.9699

F(2)=

(Matlab: c2d(sys, T, tustin’):

Kontrola:

Z- 2.9772° +2.94z- 0.9699

0.0003614z" +1.5e- 006z- 0.0003599

Diskréni prenos oteviené smycky: F (2)

- 0.03662p2 +7.308 +3.046
p° +3.056p - 1.0le- 011p- 1.603e- 010

Spojity penos po Tustinové transformaci: F,( p) =

Bodeho charakteristiky (Matlab: margin) pro odpovidajici pseudofrekvencni prenos F, (jW):

Bode Diagram

37.2dB (at 22.9 rad/sec) , Pm

44.2 deg (at 2.04 rad/sec)
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Diskrétni prenos uzaviené regulacni smycky:
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Skokova odezva uzaviené smyc¢ky se jiz shoduje se skokovou odezvou spojitého systému:

Step Response
T

Amplitude

I I | I
4 5 6 7 8

Tima (car)

Z prikladu vyplyva, Ze navrh diskréniho korekéniho ¢lanku |ze provést ve frekvencénich charakteristikéch
w,T
spajitého systému, ale volba periody vzorkovani by méla respektovat podminku % £1°.

7.3. Presnost regulace

Piresnosti regulace rozumime chovani regulacni odchylky e(t) v ustdleném stavu .

Budeme uvaZovat regulacni obvod sreguldorem 1DoF dle schéma uvedeného na zactétku této
kapitoly arozliSime dva ptipady:

al pienos oteviFené regulacni smycky F, (p) resp. F,(z) nema astatismus

b,(p) _ _b,(2
F(p) = Fs(p)F:(p) = , 8,(0)* 0 resp. F,(2) = Fs(9)Fx(2) = 8,0 (7.15)
LY T R LY N
b/ pienos oteviené regulacni smycky F,(p) resp. F,(z) ma astatismus k-tého stupné
b,(p) - b,(2) _
FP) == —=.a0"*0 resp. F()=—5—=.a®*o0 (7.16)
pap @ 9a@
V uzaviené regulagni smycce pro regulagni odchylku e(t) v ustaleném stavu plati
lime(t) =lim pE(p) =lim Prs Fo(p)W(p) (7.17)
apro diskréni verzi nge(k) = Izi(gr;(z- DE(2) = Izi(gr;(z- 1)1+ Fo(z)W(Z) (7.18)

Z uvedenych vyrazi usuzujeme, Ze piresnost regulace bude zaviset na typu referenéniho signélu
w(t) a na stupni astatismu pienosu otevicené regulacni smycky F,(p) .

Necht’ spojity referencni signdl w(t) je reprezentovan polynomem | - tého stupné

w(t)= g +ct+ct’+...+gtt P W(p) = Oc Lo, 2, [l _dp) (7.19)

p pz ps pl 1 pl +1

kde ¢ jsou zndmé konstanty a c(p) =c,p' +¢,p "t +...+1lg  jeznadmy polynom stupné | .

Limitni chovani regulasni odchylky uréime pro oba piipady dosazenim za W (p) do (7.17):
al F,(p) bez astatismu

- i i 1 Py a&(p)  c(p)

lime(t) = lim pE(p) = | =1 10 7.20

S ‘!&puboipg P’ wioa,(p)+hy(p) P (720
a,(p

anelze tedy docilit v ustéleném stavu nulovou regulacni odchylku.
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b/ F,(p) s astatisnem k-tého stupné

: o o 1 P Pa(p)  c(p) _

7o pE(p)_l‘!&puE"_(p) T e Y N (720
P a,(p)

Prok > 1 je !(lary g(t) = 0 av ustdleném stavu je regulacni odchylka nulova a regulace je presna.

Prok £1 je !(lary gt)t 0 av ugdeném stavu vznikatrvalaregulatni odchylka.

Pozndmka 7.3.
1
V pripadé regulace skokové odezvy je w(t) = 1[t] a W(p) = =.
p
Z predchoziho vyplyvd, Ze nulovou regulaéni odchylku v ustéleném stavu docilimejiz pro F,(p)
sastatismem prvniho stupné (pokud nema astatismus fizeny systém, musi jg mit regulétor).
Pokud pti regulaci na konstantni hodnotu mé F, (p) astatismus druhého stupné, bude samoziejmé platit
¥

lim e(t) =0 anavictaké Cp(t)dt =0 (stupei astatismu jedan postem integrétorii v F,(p)).
0

Integralni omezeni na regulacni odchylku tika, Ze celkova plocha vymezena prubéhem odchylky
e(t) =1[t]- y(t) musi byt nulova, tzn., Ze regulani pribeh musi byt kmitavy a regulovany vystup
y(t) bude nutné vykazovat preregulovani bez ohledu nato, jaky dynamicky 1DoF regulétor bude pouzit!!

1
Neni tedy mozné, napi. pro systém sprenosem F¢(p) =—,

navrhnout 1DoF regulétor takovy, Ze

uzaviena regulagni smycka bude mit stabilni nekmitavou odezvu.

Podobn¢ bychom mohli odvodit névrhovd omezeni pro referencni signal typu rampova funkce a pod.
V praxi se vak obvykle nesetkdme se stupném astatismu k > 2 (bezpetnost ve fazi!).

Pomamka 7.4.

Jindinterpretace: pii regulaci na konstantni hodnotu jsme nulovou regulaéni odchylku v ustaleném
stavu docilili tim, Ze do pienosu oteviené regulacni smycky byl zahrnut i model generdtoru
referencniho signdlu W (p)=1/p. Jedndse o elementarni ptiklad ,, principu vnit/niho modelu*

ktery bude analyzovéan v 9. kapitole pti navrhu regulatorti a kompenzaci poruch.

7.4. Dynamicky ¢initel regulace
Zavadime jg pro vyjadreni miry potlaceni harmonické poruchy pisobici na regulovany vystup
systému v uzavriené regulacni smycce.

GV
w=0 v(t)=A,sinwt
e u
G w FR ( p) FS( p) Hé)f—>
y

Predpokladejme, Ze v uzaviené regula¢ni smyéce pasobi na regulovany vystup pouze harmonicka
porucha v(t) = A, sinwt , ktera navystupu zptisobi odezvu y(t) = A, sin(wt +j ).

Pro Fourrieriiv obraz odezvy plati Y(jw) = ———V(jw).
L+ F, (jw)
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Za dynamicky ¢initel regulace budeme povaZovat pomér amplitud regulované veli¢iny a
harmonicke poruchy:

A_Yaw) | 1 | ., T R )
L= = — =|S(jw)|, kde S(jw)=—————— je,citlivostni funkce* (7.22)
A V(W) [1+F,(jw)| 1+ F, (jw)
Plati tedy A, =|S(jw)|A, aidedlnim poZadavkem by bylo [S(jw)[=0, " w.
To spInit nelze, ale Ize klast poZadavky na priibeh amplitudového zesileni citlivostni funkce S(jw) .
Omezime-li se na striktné ryzi pienos F,(jw), tj. stb,(jw) <sta,(jw), pribeh [S(jw)| zavisi na

tom, mé-li prenos oteviené regulacni smycky F,(jw) astatismus nebo ne.
Pro F,(jw) bez astatismu:

. 1 1 . .
S(jw)| = — = _ P 0<|S(jO) <1 a |S(j¥) =1 7.23
S0 = e )~ [ S(jo) S(i¥) (7:29)
a, (jw)
Pro F,(jw) sastatismem k-tého stupné:
. 1 1 . .
S(jw)| = — = _ P |S(jO) =0 a [S(j¥) =1 7.24
SUW) = e ‘“ b, (i) [SCio) (%) (7.24)
(jw)*a, (jw)

Typicky priibeh [S(jw)|ae = 20 log |S(jw)| ukéZeme na jednoduchém pikladu:

Piiklad 7.3:

+ 0.
Systém s prenosem F¢(p) = ;)2 jefizen Pl reguldorem s prenosem Fr(p) =10 P 05.
p

(p+1

Zakreslete pribeh citlivostnf funkce | S(jW)| 4z aurcete frekveneni oblasti pro zeslabeni a zesileni poruch.

10p+5 _ p*+2p*+p
— = S(P === :
p(p+1) p’+2p®+11p+5

Prenos oteviené regulacni smycky je FO( p) =

Na nasledujicich grafech je zndzornéna Bodeho charakteristika pro citlivostni funkci |S(jW)| « a Nyquistova
frekveneni charakteristika F, ( jW) otevieného regulagniho obvodu:

&
* Bode Disgram Mryguist Diagram

10 T 2
o D, o |
T Do |Smax| g
g -0 ! > s
g | A R b tele » E
= + zesileni poruch =
= i potuch E |

freky. charakteristika Fo

)
o]

-1 :|||||| L L1111 - -I -I -I
10 ,“:IU | 1 2 2 1.5 1 0.5 Il

Z Bodeho charakterigiky
budou v uzavieném regulacnim obvodu zeslabovany a amplitudy poruch s vySSi frekvenci zesilovany.
Z grafu lze priblizné odegist maximéni hodnotu citlivostni  funkce |Smax|d3 = |S( JWga )|dB =7dB pro

S(jW)| @ Vyplyvd, ze amplitudy harmonickych poruch sfrekvenci do W € 2 rad/sec.

harmonickou poruchu s frekvenci Wy, = 3rad / Sec (to je vice nez dvojnasobné zesileni jeji amplitudy!).
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Vamnémes jedté souvidosti maximalni hodnoty citlivostni funkce s pritbéhem frekvenéni charakteristiky otevieného
regulacniho obvodu.
1

|1+ Fo ( jWSmax )|
maximalni hodnotu citlivostni funkce jako pievracenou hodnotu minimélni vzdalenosti F, ( jW) od kritického bodu

(-1, j0). Tuto skutecnost Ize také graficky znazornit zakreslenim kruznice se stiedem v kritickém bodg (-1, jO)
asminimanim polomérem takovym, Ze se dotkne kiivky F, ( jW) pravé v bodé W =w

Protoze |Smax|=|S(jWSma()| =|1+ FO(jWSmaX)|-1, lze v Nyquistové diagramu urcit

Smax *

Je zigmé, Ze zménou nastaveni parametri regulatoru musi dojit ke zméné pienosu uzaviené
regulaéni smycky, a tedy i ke zmeéné kvality regulace a také k posunu frekvenénich pasem pro
zeslabeni a zesileni poruch bud’ do oblasti vySSich ¢i niZSich frekvenci.

Zjistime vSak, Ze zedabeni poruchy na nizkych frekvencich bude mit vzdy za nadedek jgi
zesileni na vysokych frekvencich a naopak (t. zv. ,, efekt vodni postele").

Jedné se tedy o velmi dulezité omezeni, které je nutno respektovat pii ndvrhu regul&orda.
Matematicky byla tato omezeni formulovana a dokézana v podobé nekolika integrélnich formuli
(Bode, Horowitz, Freudenberg, Goodwin gj.), které se lisi predpoklady o stabilité ¢i o minimalni
féazovosti systému, ale vSechny vedou v podgtaté ke stejnému zaveéru:

Soucet ploch vymezenych krivikou In|S(jw)| nad a pod osou 0dB pii wi [0,¥) je konstantni.

Uvedeme pouze nejjednodussi variantu Bodeho integralni formule:

JestliZe plati pro Spojité systémy Diskrétni systémy
1 F(p), Fr(p) jsou stabilni 1/ Fs(2),Fx(2) jsou stabilni
2/ relativnitad F (p) 3 2 2/ relativnitad F (2) 2 1
3/ uzavieny systém je stabilni 3/ uzavieny systém je stabilni
potom
¥ p/T )
gnls(jw)|dw =0 gn[s(e™)|dw =0 (7.25)
0 0

Pri ndvrhu regulatort mize byt poZzadavek na potlaceni nf. poruch vyjédien napi. poZzadavkem na
procentudlni potlateni amplitudy poruchy o znamé frekvenci nebo obecnym poZadavkem:
~maximalné potlacit poruchy na nizkych frekvencich a na Zadné jiné frekvenci je prilis nezvetsit .

Klademe tak urcité poZadavky na pribeh [S(jw)|.

Za rozumné pozadavky na pribeh |S( jw)| povazujeme:

1/ |S(j0)| = 0... nulovy prenos na vystup pro stejnosmerny signél (to zarugi astatismus F, (jw)).

2/

k
d -S(jw)| _, =konst.: 0 ® min; k=12..
dw w=0

Prvni nenulovou derivaci |S(jw)| v potétesnim bods w =0, tj. smérnici tegny udavajici sklon
nébehu |S(jw)|, _, . 1ze minimalizovat nastavenim parametri reguldtoru a frekvencni pasmo, kde
jsou poruchy zesilovany se snazime presunout do pasma, kde jiz budou potlaceny.
Moznost ovlivnéni sklonu ndbéhu |S(jw)| _, ukéZeme na piikladu prenosu oteviené regulachi
. . 1 -, —_ . . ,
smycky s astatismem 1. stupne F,(jw) =—F, (jw). (F,(jw) jiz astatimus nemal)
jw

Ifo(jw)| =Juz+v?).

Oznatime F,(jw) = ReF,(jw)+ jImF,(jw)=uw)+ jv(w) b
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Pro citlivostni funkci dostavame

— 1 _ jw
2= “urjwey)

w

\/uz + (W +V)?]

IS(jw)| =

1+ = F (jw)
jw

a pro sklon ndbéhu

2 o+ - d 2 N
d . - 8J2+(W+V)2H_Wdiw 8J2+(W+V)2H \/QJZ(O)"'VZ(O)H 1
[ W P P = —
dw SIW o u? + (W +v)? w0+ |R ()
(7.26)

Obecné nemusi byt prvni derivace nenulova a je nutné provést dalSi derivace:

d“ |, . k! :

—IS(jw =——® min 7.2

! S0ho = 12 (7.27)

Protoze

F, (0)| zévisi na parametrech reguldtoru, Ize sklon ndbshu |S(jw)|,_, zménou parametri
Z&doucim zptisobem meénit.

Priklad 7.4:

UvaZujte systém fizeny Pl reguldtorem z Prikladu 7.3 . llustrujte ovlivnéni pribehu citlivostni funkce |S( jW)| B

zménou integracni ¢asové konstanty Pl reguldtoru! Uvazujte 3volby: T, =1,2 a 5sec.!

aep+ 106
ch+_ =+
1 & T g p+1 _10p+10
YV F(P) =75 Fra(P) =K =10 : Fu(p) =——=
S (p+D? " p p S p(p+1)?
__ p’+2p’+p de k1
= , Kl abeh Wi = — =
SUP) = gt etiprao KNl GrlSWl F,0] 10
aep+ 10
ch+— =+
1 & T g p+0.5 _ 10p+5
2 F(p)=————,  Feu(p)=K =10 . F(p=—r—>
s(P) (p+1)? r2(P) . 0 52(P) (P17
___p’+2p*+p de k1
= , Kl abeh Wi = __ ==
S:(p) D +2p2 +11p+5 S (W), F.(0] 5
aep+ 10
ch+_— =+
1 g Tg p+0.2 _ 10p+2
3 F.(p)=———, = -K =10 , (==
S(p) (p+1)2 R3(p) p p B(p) p(p+1)2
__ p’+2p°+p de ok
= , Skl abeh = __ ==
S(P) = opretipag  OUle IS W FL0] 2
A Bode Diagram
20 e e — S
g O | : . //,,,///:: —= | )
g -201 ///7/,,,,,,i—r—j':':f::ijj:;ijijrr;?? —— Tk=l1sec B
'E) -40 :,,/————*jfff’fif:"’ — — TE2sec .
g -60 — TI=5sec i
-80 L L L Coad L L [ R A | L L [ R |
10 10" 10° 10" 10°
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7.5.  Kmitavost uzavi-ené regula¢ni smycky

Uzavrena regulacni smycka s p/enosem F, ,(jw) je nachylna ke kmitani na rezonan¢ni frekvenci
w, . Nastéva tzv. rezonanéni pirevy3eni, které charakterizujeme ¢isdem kmitavosti M.

Pro navrh regulatoru jsou tedy w, a c¢ido kmitavosti M diilezité navrhove parametry.

Definice ¢ida kmitavosti M pro spojité a diskrétni systémy:
F. ., (jw F, (")
M = max ‘y’—(J_)‘, M = max M . kde wa(jw):
wi (0.¥) ‘Fy,w(JO)‘ wi (0p /T) ‘Fy,w(eJWT )‘ . !

F, (jw)

o (o F (W) (7.28)

V pripade, Ze spojity F, (jw) maastatismus k - tého stupné (viz (7.16)), ma |F,,(jw)| tvar

b, (jw)
F (W) = Fow)] _ JGw)aiw)] | bW | 729
L+ Fo (jw) ‘1+ b, (jw) | |(jw)*a, (jw)+b, (jw)|
(iw) &, (jw)

aprow =0 dostaneme |F,,(j0)| =1.

Pro diskrétni systémy s astatismem k- tého stupn plati a, (z) =(z- 1)@, (z), z=eM"
apro w =0 dostavame |Fylw(e"WT)|W:0 =1.

Definici ¢ida kmitavosti M pro spojité a diskrétni systémy s astatismem |ze ziednodu§it:

— a — jwT
M= max |F,(w) , M= max [F,,@"") (7.30
Pro prenosovou funkci uzavieného regulacniho obvodu F ,(jw) se pouziva nazev
F(jw)

komplementarni citlivostni funkce Q(jw), w)e F,(jw) =—2-—"_.
p Q(jw), Q(jw)° F,,(jw) 1+ F.(jw)

Jeji nazev je vztazen k iz definované citlivostni funkci S(jw) © F, (jw) = —————.
| 1+ F,(jw)
Pro dosazitelnou kvalitu regulace a potlac¢eni poruch plati zakladni omezujici vztah:
. . 1 F (jw
S(jw)+ Qjw) =L+ oUW __y
1+ F(jw) 1+ F(jw)
Typicky pribeh [Q(jw)|, pro systém aregulétor z Prikladu 7.3. znézoriiuje nésledujici graf .

10p+5 10p+5 . .

w (7.31)

K prenosu F,(jw) = urcime Q(jw) ° F (jw) =

1o T T
I P
o i

o |- —

—=o |- —

)

_=o |- —

—qo |- —

=0 |- —

—=0




Rezonanéni frekvenci w, a rezonandni prevydeni M resp.M [dB] Ize sice Zjistit z prabehu
funkce |F, ,(jw)| resp. |F,..(iw)| . ae pro ndvrh reguléori je dileZité, aby ndvrhové parametry
w,.,M byly uvedeny do souvislosti sprabéhem frekvencni charakteristiky oteviené regulacni
smycky F,(jw).
Urceme v komplexni rovine oteviené regulacni smycky (ReF,(jw), jImF,(jw)) geometrické
misto bodii frekvencni charakteristiky uzaviené regulacni smycky skonstantni amplitudou
IFy(iw) = M.
Oznacime-li body frekvencni charakteristiky oteviené smycky F, (jw)=u+ jv, potom
geometrické misto boda frekvenéni charakteristiky uzaviené regulacni smycky skonstantni
amplitudou |Fylw(jw)| = M vyhovuje rovnici
F (jw Ju? +v?)
IFy. (W) = Folw) VWV pongt (7.32)
1+ F, (jw) Jla+u)? +V?]

Po Upravé zjistime, Ze hledané krivky tvoii soustavu tzv. M-kruznic, , jejichz stied a polomér je
parametrizovan ¢islem kmitavosti M

& M?’0 . , &M &
gu-l_M2§+v ’81-M25 (7.33)

ImF,(jw)° jv

v

ReF,(jw)°u

| Fo(jw)

Na obrédzku je naznatena soustava M -kruznic pro M > 1 spolu sprabéhem frekvencni
charakteristiky oteviené regulacni smycky F,(jw). Ze (7.32) také zjistime, ze pro M =1 kruznice
degeneruje v primku, protingjici zapornou redlnou poloosu v bodé (-1/2, j0).

Prvni bod dotyku F,(jw)s kruznici M = konst. uréuje rezonancni frekvenci w, a rezonancni
prevySeni M . Protoze zménou parametri regulatoru Ize ovlivnit priabeh F (jw), je principialné
mozné uréit parametry reguldoru tak, aby bylo dosazeno akceptovatelného rezonan¢niho
prevyZeni (obvykle M =1.2  1.5) pii pozadovaném ,umisténi® rezonanéni frekvence w. .
Poznamka 7.5.

Soustavu M-kruznic, kterd je soustavou kiivek konstantni amplitudy |F,,(jw)|, je moiné doplnit

soustavou krivek konstantni faze | , ) =argF, ,(jw) = konst.

Tyto kriivky jsou rovnéz soustavou kruznic, které prochazi body (0O, jO) a (-1, jO) a maji st/ed na
primce paralelni simaginarni osou a prochazejici bodem (-1/2, j0).
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V logaritmickych sourradnicich se krivky konstantni amplitudy a faze wvyuZivaji v podobé jejich
superpozice na Nicholsovy kiivky (zavisdost amplitudy na faz ve frekvenénim prenosu oteviené
regulacni smycky). Lze tak urcit pritbeh frekvencnich charakteristik uzaviené regulacni smycky ze
malogti pritbehu frekvencnich charakteristik otevi‘ené regulacni smycky ( Matlab: Nichols).

7.6. Citlivost uzavicené regula¢ni smy¢ky na zménu parametr i rizeného
systému

Uvazujme regula¢ni obvod dle schéma uvedeného na zacatku této kapitoly, kde v pienosu fizeného
systému F¢(jw,a) oznacuje a nominalni hodnotu n¢jakého parametru.

Fs(iw.a)Fa(jw)
1+ Fs(jw,a)Fe(jw)
Ozna¢me Da odchylku parametru systému od jeho nominalni hodnoty a a analyzujme jgji vliv
nazmeénu prenosove funkce uzaviene regulacni smycky DF, | (jw) .

Prenos uzaviené regulacni smycky je F, (jw,a) =

Pro tento Gcel zavedeme parametrickou citlivostni funkci S, :
DF,  (jW)/F, (jw F, .(j
Sa(JW): ||m y,W(J ) y,W(J ): a iFy’W(jW): a ﬂ y,W(JW) i
Da®0 Da/a F.(iw) da F..(w) TR (jw,a) da
1 a d . . a d
= F(jwaa) = S(jw)
1+ F, (jw) Fs(jw,a) da Fs(jw,a) da
Z uvedeného vztahu je zigimé, Ze nemiazeme ovlivnit pienos fizeného systému ani jeho derivaci
vzhledem ke zménam parametru a , a tak prubeh funkce parametrické citlivosti S, (jw)je
ovlivnitelny reguldtorem prostrednictvim pribéhu citlivostni funkce S(jw) (viz 7.22.) a pro
potlaceni vlivu zmén parametrii bude platit totéz, co pro potlaceni nizkofrekvencnich poruch.

Fs(jw,a) =

Fs(jw,a) (7.34)

7.7. Tvarovani frekvenéni charakteristiky otevicené regula¢ni smycky

Dosud analyzované poZadavky na chovani uzavieného regulacniho obvodu byly formulované ve
frekvencni oblasti a vSechny v podstaté kladou néjaké poZadavky na prabéh frekveneni
charakteristiky oteviené regulacni smycky F,(jw), af jiz vkomplexni roviné (Nyquist) Ci
v logaritmickych souradnicich (Bode).

Shrneme-li tyto poZadavky, dostaneme alesponi kvalitativni pohled na vhodné tvarovani jejiho
prabéhu pro dosazeni poZadovaného chovani uzaviené regulagni smycky.

Pozadavek na stabilitu a robustnost ve stabilité

Souvisi s pribéhem F,(jw) v pasmu , strednich” frekvenci (okoli frekvenci w, a w,,,), ktery je
specifikovan pozadavky na bezpecnost ve fazi g a bezpecnost v zesileni 1/ K, .

Pro jejich splnéni je obvykle postadujici, aby logaritmicka amplitudova frekvencni charakteristika
oteviené regulacni smycky |F,(jw)|,, prechézela osu 0dB se sklonem -20dB/dek. (viz névrh
korekenich ¢lank).

PoZadavek na kmitavost uzaviené requlacni smycky
Prvni bod dotyku F,(jw)s kruznici M = konst. uréuje rezonancni frekvenci w, a rezonancni

prevyseni M . Zmeénou parametra reguldoru lze ovlivnit prabéh F (jw) a docilit
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akceptovatelného rezonanéniho prevyseni |F ,(jw)] = M (obvykle M= 1.2 15) pii
Y,

pozadovaném ,,umisténi* rezonanc¢ni frekvence w, .

Je nutné vzt do Gvahy frekvencni pasmo prisobicich poruch, aby nebyly v uzavieném regulachim
obvodu zesileny!!

Pozadavek na pi‘esnost requlace

Tyka se prubéhu F,(jw) v oblasti nizkych frekvenci. V ptipadé regulace na konstantni hodnotu je
pozadavek presnosti regulace splnén zavedenim astatismu 1. stupné, kterému odpovida pocatecni
sklon -20dB/dek. u priibehu [, (jw)| 4 - POCEEENT sklon Vetsi nez -40dB/dek. je vak z hlediska

navrhu regulagniho obvodu problematicky. Prechod mezi nizkofrekvenénim a stiedofrekvencnim
pasmem se voli krétky, se sklonem -40dB/dek. (kvuli bezpecnosti ve fazi).

PoZadavek na Sifku pasma regulace

Obecné se snazime docilit co nejvétsi Sitku pasma (viz Poznamka 7.2.), z davodi moZnosti
sledovani rychlych zmen referenéniho signalu w(t) regulovanym vystupem y(t) a docileni kréatké
doby regulace T Je v3ak nutno brét ohled na mozné poruchy, jejichz frekvence se nachézi v
okoli rezonan¢ni frekvence w, .

ZvetSeni Sitky pasma |ze dosahnout posunem frekvencew, do oblasti vysSich frekvenci (viz navrh

korekénich ¢lanki) a pokud neni ohroZena bezpecnost ve fézi a zesileni, je tento posun mozno
realizovat i zvétSenim zesileni v oteviené regulacni smycce.

PoZadavek na potlaceni amplitudy* nizkofrekvenénich® poruch
Predpokladame, Ze pro Fourriertiv obraz nizkofrekveneni poruchy V (jw) plati:

V(jw)| >> 1 v oblasti nizkych frekvenci a |V (jw)| €0 v oblasti vysokych frekvenci.
Pozadujeme-li potlaceni amplitudy nf. poruch na regulovaném vystupu, musi platit:

IY(jw)| :‘Wl(jw)"v(jw)k 1p V(jw) <[1+F,(jw)
ProtoZe v oblasti nizkych frekvenci priblizng plati [1+ F,(jw)| @F,(jw)|, dostdvdme podminku
pro pribsh |F, (jw)| v oblasti nf.:  |F,(jw)| > [V(jw) >>1 (7.35)

Zesileni F_ (jw) musi byt velké na téch frekvencich, kde |\/(jw)| >> 1. Jinak feceno, pro tyto
frekvence musi byt amplituda citlivostni funkce S(jw) malé& [S(jw)| << 1

Pozadavek na potlaceni amplitudy “ vysokofrekvenénich® poruch
Predpokladame, Ze pro Fourriertiv obraz vysokofrekvencni poruchy Z(jw) plati:

|Z(jw)| >> 1 v oblasti vysokych frekvenci a |Z(jw)| €O v oblasti nizkych frekvenci.
Pozadujeme-li potlaceni amplitudy vf. poruch na regulovaném vystupu, musi platit:
F(jw)
1+ F,(jw)
ProtoZe v oblasti vysokych frekvenci priblizng plati [1+ F,(jw)| €1,

Y (jw)| = Z(iw)|<1 P |F(jw)|[Z(jw)| < [L+F,(jw)|

dostévame podminku pro prabsh |F, (jw)| v oblasti vf.: |F,(jw)| < |Z(jw)|'1 <<1 (7.36)
Zesileni F_ (jw) musi byt malé na téch frekvencich, kde |Z(jw)| >> 1. Jinak receno, pro tyto
frekvence musi byt amplituda komplementarni citlivostni funkce Q(jw) mala |Q(jw)| <<1
Typicky pribeh piimkové aproximace |F, (jw)|,, vzhledem k formulovanym poZadavkiim:
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- -20db/dek

-40db/dek

-20dB/dek

v

| AU SR SR

nf. pdsmo stiedofrekvenéni pasmo

Tvarovani Bodeho ¢i Nyquistovy frekveneni charakteristiky oteviené regulacni smycky F,(jw)
Ize provést navrhem regulétori (kompenzatori, korekenich ¢lankt) a s ohledem na jejich realizaci
se naskyta otazka, zda lze ve frekven¢ni oblasti nalézt n¢jaky vztah mezi ,, vynaloZzenou energii®
na Fizeni systému v uzaviené regulacni smycce a pribeéhem frekvencni charakteristiky uzaviené
regulacni smycky F, (jw) resp. komplementarni citlivostni funkce Q(jw).

PoZadavek na vynaloZenou energii fizeni

Vyjdeme z piedpokladu, Ze u fyzikalnich soustav je vynaloZena energie Umeérna kvadratu vstupni
veli¢iny avyuZijeme Parcevalova vztahu, ktery pro stabilni signély uvadi do souvislosti ¢asovou a
frekveneni oblast:

¥ ¥ ¥
E » 3P (M)dt = — I (W)U (- w)dw = = U (jw)|* dw (7.37)
0 2y Zio
M&li byt vynaloZena energie mal, musi byt malai amplituda |U (jw)| .
V uzaviené regulasni smyece je U (jw) =%J(VY))[W( jw)- Z(jw)- V(jw)] a pro amplitudu
oUW
U (jw)| 1ze s pouzitim komplementérni citlivostni funkce Q(jw) © F,,(jw) odvodit
. Q(jw . . .
0G| =129 - Z(w)- v ()] (7.39)
|FS(JW)|

Z tohoto vztahu a z typického prabshu |Q(jw)| (viz obr. za (7.31)) vyplyv4, Ze vynaloZena
energie miZe byt snizena, pokud |Q(jw)| bude mala natech frekvencich, kde |Fg(jw)| je mala

7.8. Pozadavky na kvalitu regulace v ¢asoveé oblasti
Ve 3. kapitole jsme ukazali na piechodové charakteristice kmitavého systému 2. fadu moznost
Vyberu parametrii pro kvalitativni hodnoceni jeho dynamickych vlastnosti (doba regulace T,

maximalni relativni preregulovani s ¢as maximalniho preregulovani t., , doba zdvihu a doba
odezvy). Pro kmitavy systém 2. i&du je také pomérné snadné nalézt priblizné vztahy mezi témito
parametry a parametry systému x,w, , které sou¢asné uréuji i umisténi jeho pola:

max !

X Cl (NS s ) /P ‘ A @w (pro toleran¢ni pasmo 5%, 2%,1%)  (7.39)
\/1+(Ins o) 1P? XTieg
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ProtoZe piechodové jevy v uzaviené regulacni smyéce ¢asto piipominaji odezvu kmitavého ¢lenu
2. fadu, lze za urgitych podminek (dominantni komplexné sdruzené pély v pienosu uzaviené
smyc¢ky) provést ndvrh regulatoru tak, aby umisténi dominantnich pélt odpovidalo poZzadovanym
hodnotam parametrd hodnoticich kvalitu regulace (obvykle T as ., ).

Step Response
1.4

T
rerequlovani
1.2 B 4

toler. pasmao
1I-------“-c-“-e-ee e T - T e

oEF - — — - | - — — — — — —"T —

0.5

Amplitude

0.4

0.2

1 |t r;rla}{ 1 1
u] 0.5 1 1.5 2 . 25 ]

Obvykle v&k hodnotime priibéh regulace integranimi (v diskrétnim pripadé sumagnimi) kriterii

kvality, kterd hodnoti ¢asovy pribéh regulagni odchylky e(t) =w(t) - y(t). PouZiva se zeména

u]

¥

Kriterium ISE (Integral square error): J(u) = ¢g (t)dt
.

Kriterium ITAE (Integral time absolute error):  J(u) = ¢§|e(t)|dt (7.40)
0

anekteré modifikace: J(u) = ¥c‘{t”e(t)]zdt , J(u) = Aégea‘e(t)gz dt, J(u) = ¥Cgez(t) +ku?(t)gdt .

V integranich kriteriich kvality J(u) oznacujeme, Ze hodnota kriteria zavisi natizeni u, oviem

v klasické regulaci se predpokladd, Ze struktura regulétoru je volena predem (napt. P, Pl, PD, PID
reguldor) a je tedy nutné urcit pouze parametry zvolené struktury regulatoru tak, aby bylo
minimalizovano kriterium kvality pii stabilni uzaviené regulacni smycce.

Kriteria je tedy nutné vyjadiit jako funkce parametra reguldatoru a problém névrhu regulétoru je
eSen jako problém parametrické optimalizace za podminky stability uzavieené regulacni smycky.
Poznamka 7.6.:

Na rozdil od klasické regulace, tzv. moderni teorie 7izeni 7€Si Ulohy optimalniho 7izeni bez nutnosti
volby struktury reguldtoru predem, dlohy optimalniho 7izeni jsou zmatematického hlediska
formulovany a 7eSeny jako Ulohy nalezeni extrému néjakéno funkcionalu za vedlejSich podminek
danych rovnicemi systému. Vydedné 7eSeni poskytne jak strukturu, tak i parametry regulétoru.

7.9. Pozadavky na kvalitu regulace v algebraické oblasti

Pozadavky na kvalitu regulace v algebraické oblasti by mély vyastit v poZadované umisteni polii
(nul) uzaviené regulacni smycky. Je-li specifikovano jejich poZzadované umisténi, je navrh
reguldori v podstaté jednoduchou zalezitosti. Problém je, Ze souvislost mezi poZadavky a
odpovidajicim umisténim pdla a nul je obecné obtizne zjistitelna

Pro specifikaci pozadovaného umisténi nul a poéli |ze vwuzit nddedujicich momosti:

1/ PoZadavky na umisteni pélii uzaviené regulacni smycky |ze odvodit z chovani kmitavého
systému 2.774du (dominantni komplexné sdruZené pdly v prenosu uzaviené regulacni smycky).

Specifikujeme-li poZadavky na kvalitu regulace napt. dobou regulace T, amaximanim

preregulovanim s |ze pouzitim (7.39) urcit ¢initel relativniho tlumeni x a netlumenou

max ?
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frekvenci w,, které uréuji pozadované umisténi pdli p,, =-xw, £ jw,+/1- x* a odpovidajici
w,

p? + 2w, p+w;

UvaZzujme napt., Ze z poZadavkt na dobu regulace a maximalni pireregulovani bylo ur¢eno x = 0.7

aw, =2rad/sec.

Odpovidajici pozadované rozlozeni poli p,, =- 1.4+ j1.428 v komplexni roviné p je zakresleno v

spojity prenos s jednotkovym zesilenim F(p) =

levém grafu (jsou znazornény i kiivky x,w,_ =konst.) .
V pravém grafu je znézornéno odpovidajici rozlozeni péli z,, =e™ = 0.725+ j0.2129
v komplexni roving z pro diskrétni verzi, pri zvolené periodé vzorkovani T = 0.2sec.

Pole-Zero Map Pole-Zero Map
T
0.5mT

T T —— P P -
08w, o.-BBELTOE oig ndp ode,,

o

__________________________________

Imaginary Luxis
o
Imaginary Axis

_g:ﬁE

Seeilo L . B f SUSE
05.-° TeeepEBcl._ 027 048 042 006
T L L L N T Ty D A
-2 -1.8 -1.8 -1.4 1.2 = -0.a 0B 04 0.2 o
Real Axis Real Axis

2/ Pozadavky na umisteni pdlii uzavieené regulacni smycky mohou byt dany p/imo poZadovanym
tvarem prenosu uzaviené regulacni smycky (viz navrh 2DoF regulatorii v 9. kapitole) .

3/ PoZadavky na umisténi pélu uzaviené regulacni smycky jsou dany tzv. standardnimi tvary,
které jsou tabel ovany a specifikovany pro urcity typ prenosu a poZadavk: (Whiteley, Nadlin).
Pat/i semi tabelované tvary charakteristickych polynomi uzavieené regulacni smycky, ziskané
zminimalizace kriteria ITAE (viz( 7.40) a 9. kapitola).

4/ PoZadované umisténi pdli: a nul uzavrené regulacni smycky meiZe byt odvozeno z ndvrhu
frekvencni charakteristiky otevicené regulacni smycky (2 omove frekvence).
Je-li specifikovano rozoZeni nul a pdli oteviené smycky, umisteni pdlu uzaviené smycky
Zjistime pouzitim metody geometrického mista koreni.

5/ PoZadované umisteni pdliz a nul uzaviené regulacni smycky muze byt urceno s pouztim metod
moderni teorie Fizeni. NavrZeny optimalni regulator implikuje optimalni tvar uzavi-eného
regulacniho obvodu s optimélnim rozloZenim pdlu a nul. Tohoto rozloZeni se miiZeme pokusit
dosdhnout reguldtorems predem danou strukturou.

6/ PoZadované umisteni polu je jednoznacne dano typem ulohy (viz izeni s konecnym poctem
krok:i regulace (dead-beat control), kdy vSechny pdly diskrétniho pienosu uzaviené regulacni
smycky musi mit nulovou hodnotu).

Pri névrhu reguldtori dle poZzadovaného umisténi poli existuje fada integralnich omezeni na
dosazitelnou kvalitu regulace. DosaZitelnou kvalitu (pieregulovani, podregulovéani, doba regulace)
obecné zhorduji nestabilni pdly a/nebo nestabilni nuly fizeného systému - a to nehledé na typ
pouZzitého dynamického 1DoF regulatoru. Kvalita vSak také zaleZi na poloze péla a nul fizeného
systému vzhledem k poZadovanému umisténi pola uzaviené regulacni smycky.
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7.10. Integralni omezeni a dosazitelna kvalita regulace

Omezeni ve frekvenéni oblasti:

Al Q(jw)+S(jw)=1, "w (bodovy charakter)
¥
B/ gn|S(jw)dw=0  (integréini omezeni - Bodeho véta pro stabilni systémy a varianty pro
0
nestabilni a neminimélne fazové systémy).

Omezeni v ¢asové oblasti:

A/ Omezeni, vyplyvajici ze stupné astatismu prenosu oteviené regulaéni smyéky F,(p)
pii regulaci na konstantni hodnotu ve stabilnim regulaénim obvodu:

Nulovou regulaéni odchylku v ustaleném stavu docilime pro F,(p) s astatismem prvniho
stupné (pokud nema astatismus rizeny systém, musi jej mit regulator).

Pokud pii regulaci na konstantni hodnotu bude mit F_(p) astatismus druhého stupné
(druhy stupen astatismu zpasobi anulaci integralu regula¢ni odchylky), bude platit

t®¥

¥
lime(t) =0 anavic Ce(t)dt =0
0

Integréini omezeni na regulaéni odchylku znamend, Ze celkova plocha vymezena pribéhem
odchylky musi byt nulovad Regula¢ni pribéh musi byt tudiz kmitavy a regulovany vystup bude
vykazovat preregulovani, bez ohledu nato, jaky 1DoF regulédtor bude pouzit!!

B/ Integrélni omezeni na dosazitelnou kvalitu regulace ve stabilnim regulaénim obvodu
ajeho souvidost srozloZzenim nul a pdla Fizeného systému.

W € u \
Gw —>®—> FR(p) Fs(p)

T y
Predpoklady:
. Rizeny systém sprenosem F(p)ma stabilni & nestabilni poly a nuly v oblasti
konvergence (pro jednoduchost budeme uvaZovat pouze reané nuly a pély).
Prenos oteviené smycky F, (p) je striktng ryzi a obsahuje astatismus 1. stupn.

v

Regulétor 1DoF s prenosem F,(p) je navrZzen tak, aby uzavieny systém byl stabilni.
Referencnim signdlem je jednotkovy skok w(t)=1[t], W(p) :% .
Pro zaruceni ,vnitini stability regulacniho obvodu® predpokladame, Ze nestabilni nuly a
poly systému nejsou kréceny spdly a nulami reguldoru. Nestabilni nuly a pély tak
piechazeji do pienosu oteviené regulaéni smycky.
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Integréini omezeni na dosazitelnou kvalitu requlace vyplyvaii :
z existence Laplaceovy transformace ¢asovych funkci e(t), y(t) az ur¢eni jejich hodnot
pro pély anuly v oblasti konvergence

z anulace prislusnych polynoma v citlivostni a komplementérni citlivostni funkci
stabilnimi ¢i nestabilnimi nulami a pdly fizeného systému.

Pripomerime s definici Laplaceovy transformace:
Jestlize funkce f (t) je jednoznatnaapo Usecich hladkd, f(t)=0 pro t <0

¥
a f (je*'dt <¥ prongjaké s, >0, potom Laplaceova transformace f(t),
0

¥

formélné znacena F(p) = L{f (t)}, je definovanavztahemF (p) = ¢f (t)e "dt , p=s + jw.
0
F(p) existuje " p takova, ze Rep> s, (oblast konvergence).

Diidedek: Prolibovolné p = p, (pol) resp. p =z, (nula) z oblasti konvergence plati

¥ ¥

F(p)= rl)(i@rgo F(p)= ?f (t)e Pdt resp. F(z)= Lg@rgo F(p)= g‘)f (t)e *'dt (7.42)

Jako motivuijici priklad uvazujme signdl (¢asovy origindl): y(t)=e*

eodt <¥ , "s,, $,>2

¥
Casovy original vyhovuje podmince: dy(t)
0

¥ ¥
Laplaceiiv obraz: Y (p)= L{y(t)} = oy(t)e Pdt = ¢g'e Mt :% , P=S +jw.
0 0 B
Obraz Y (p)existuje " p: Re{p} =s 3 s, (oblast konvergence).
Napt. pro Re{p}°s =33 s plati
Y(3)=limY(p) =lim—2_ =1

p® 3 p® 3 p_ 2

¥ ¥ ¥
resp.  Y(3)=limY(p)= Ii@r)goy(t)e' Pt = (pPedt = gldt=- ge'f =1
P 0 0 0 0
Ve stabilni uzaviené regula¢ni smycce budou stabilni prabéhy regulacni odchylky e(t)
i regulovaného vystupu y(t).
Pro obraz regula&ni odchylky E(p) aregulovaného vystupu Y (p) plati

E(p):ri(p)w(pkg p_ﬁ =, Y(p)=%w(p):i p_pri

Casovy pribeh téchto veli¢in lze vypoditat ze vztahi
n+l n+1

ey=are”, y=are",

kde p, jsou stabilni pély z rozkladu E(p),Y (p) naparcidni zlomky, T jsou rezidua
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Z definice L transformace vime, Ze obrazy

E(p) = Oa(t)e dt , Y(p) = Oy(t)e Mot existuji " p: Re{p} =s 3 s,

¥
pricemz s ,, s, >0 jeuréeno podminkou (‘je(t)|e'5°‘dt <¥ a ybeid <¥ .
0 0

Z uvedeného vyplyva, Ze za s , mizeme povazovat takovy pol p. uzaviené regulacni smycky, ktery
ma nejmensi redlnou ¢ast a oblast konvergence bude vpravo od tohoto pélu (viz obr.):

i
| stabilni nestabilni
oblast oblast
Rep
s, (s)
CEEEET R E R EEE L R e e R e TP E TR R >
Oblast konvergence

Ozna¢me ngjakou realnou nulu fizeného systému z, arealny pol p, z oblasti konvergence (mohou
byt stabilni i nestabilnil).

Prenos oteviené regulacni smycky oznatime F,(p) = F(p)Fs(p) = b, E; :
Pro citlivostni resp. komplementarni citlivostni funkci dostévame
E(p) __ 1 3,(p) _Y(p)__F(p __ b(®
S(p) = = = resp. Q(p) = SRl = o 7.42
(P W(p) T+E,(p) a(m*h(p (P W(p) 1+F(p) a(p)+b,(p) (742
Protoze pol p, anuluje polynom a,(p) a nula z, anuluje polynom b,(p), plati
___alp)  _ __ b(p) _
S(p,) = =0 Q(p,) = =
a,(p,) +b,(p,) a,(p,) +b,(P,)
_ a(z) _ __ b(z) _
S(z)=—2>2" =1 Q(z)=—2>>2——=0 (7.43)
~ e (z) +h(2) ™ a(2) +h,(2)
Pri regulaci skokové odezvy, dostdvame vzhledem k (7.43) vztahy
1 1 1
E(po) :S(po)W(po) :S( po)_:() Y(po) :Q(po)W(po) :Q(po)___
Po Po Po
1 1 1
E(z) :S(ZO)W(ZO):S(ZO)Z:Z Y(Zo):Q(Zo)W(Zo):Q(Zo)Z:O (7.44)
Podle (7.41) zapiSeme tyto vztahy jako integradini omezeni na dosazitelnou kvalitu regulace:
¥ ¥
. . 1
= = A - Pot = = = A Pt = _—
E(p,) '!(I@I’EO E(p) gp(t)e dt=0 Y(p,) ,!!@TOY(p) ?y(t)e dt o (7.453)
: ! 1 : ¥
= = A - Hlgt = — = =~ - Htdt =
E(z,) Lu@rgo E(p) ?a(t)e dt . Y(z) ngov(p) ?y(t)e dt=0 (7.45b)
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Tato integralni omezeni p# regulaci skokové odezvy omezuji prizbéh regulované veli¢iny y(t) a
regulacéni odchylky e(t) ve stabilnim uzaviFeném regulac¢nim obvodu.

1/ Rizeny systém ma realny nestabilni pdl p, (p,>0) v oblasti konvergence.
¥

Zprvniho vztahu v (7.458) E(p,)= ¢p(t)e ™dt=0 vyplyva, Ze regulagni odchylka
0

e(t) =1- y(t) musi zmenit znaménko, protoZe pocéteni hodnota e(t) je kladnd, & ™ znaménko
nemeéni aintegrd je roven nule. Musi dojit k prreregul ovani.

Druhy vyraz v (7.458) tik4, Ze y(t) nemusi zménit znaménko (e ™' znaménko nemeni, integral je
kladny), mira pieregulovani vsak bude zalezet na poméru ,,dynamiky” regulované veliciny y(t)

v uzaviené regulaéni smy¢ce aexponencidly € ™', zavisgjici na hodnoté pélu p, .

» Rychlé" nestabilni pdly z-ejmé zpiisobi vy3Si pieregulovani a zvetsi dobu regulace.

2/ Rizeny systém ma realnou nestabilni nulu z, (z,>0) v oblasti konvergence.

Z prvniho vztahu v (7.45b) vyplyva, Ze regulacni odchylka e(t) =w(t)- y(t) nemusi zmenit
znaménko (pocé&esni hodnota e(t) jekladnd, e *' znaménko nemeni aintegrél je kladny!).

Druhy vyraz tikd, ze y(t) musi zmenit znaménko (e * znaménko nemeni a integrdl musi byt
roven nule). Musi dojit k podregul ovani !

Namiru podregulovani |ze usoudit z pomeru , dynamiky* regulacni odchylky e(t)
v uzaviené regulaéni smy&ce aexponencidly € =, zavisgjici na hodnoté nuly z, .
» Pomalé* nestabilni nuly zpisobi vetSi podregulovani a zvétsi dobu regulace.

Preregulovani v dusledku nestabilniho pélu a podregulovani v disledku nestabilni nuly v pienosu
oteviené regulacni smycky ukaZzeme na dvou jednoduchych prikladech.

Priklad 7.5 (nestabilni pél):
Prredpoklady:
Fizeny systém je 2. fadu, ma astatismus a jeden nestabilni pdl ¢i jednu nestabilni nulu
reguldtor 1. ¥adu bude navrzen tak, aby stabilni uzavienaregulacni smycka mélapdly: -1, -1, -1.
na vstup uzaviené regulaéni smycky bude priveden referencni signal ve tvaru jednotkového skoku
Y(p) __p+2 _b(p)
U(p) p(p-1) a(p)
U(p) _d,p+d, _2166p+05 _d(p)

E(p) p+g p+1.833  c(p)

Prenos fizeného systému: Fg(p) =

Regul&tor pro pozadované umisteni poli: Fo(p) =

Piiklad 7.6 (nestabilni nula):

Y(p) __p-1_ _b(p)

U(p) p(p+2) a(p)

Prenos fizeného systému: Fg(p) =

U(p) _d,p+d, _-0.666p-1_d(p)
E(p) p+c p+1.666  c(p)

Polynomy reguléoru d ( p) a C( p) byly uréeny z polynomidlni rovnice a( p)c( p) + b( p)d ( p) = (p+1°
porovnanim vyrazi u stejnych mocnin p.

Regul&tor pro pozadované umisteéni pola: F(p) =
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Skokové odezvy pro oba priklady:

Step Response

nestabilni pal

Ampltude

nestabilni nula

Time r=ech

Ziskané poznatky |ze zobecnit:

ProtoZe realné ¢asti vdech pdlu stabilni uzavieené regulacni smycky lezi , vievo® od néjaké hodnoty
-S,, S,> 0, potom nejen nestabilni nuly a pdly, ale i stabilni nuly a poly, které lezi vievé
komplexni poloroviné ,, vpravo* od-s ,, jsou v oblasti konvergence Rep> s, .

Diisledek pro stabilni nulu, lezici vpravo od -s

Respektujeme-li vintegralu pro odchylku v (7.44), (7.45) zaporné znaménko stabilni nuly z,
potom regulacni odchylka e(t) = w(t) - y(t) musi zmenit znaménko, protoZe na zacétku je kladna,
aleintegrél je zaporny.

Prechodova charakteristika uzavieného regulacniho obvodu bude tudiz vykazovat pieregul ovani.

Diisledek pro stabilni pdl, leZici vpravo od -s  :

Nulové hodnota integralu pro odchylku v (7.44), (7.45) pro jakykoliv pdl p, leZici vpravo od

-S , Znamend, ze regulacni odchylka e(t) = w(t) - y(t) musi zmenit znaménko.

Prechodova charakteristika uzavieného regulacniho obvodu bude opét vykazovat pieregulovani.
Pri soucasném vyskytu nul a péla, spliujicich podminku konvergence, je vSak jiz obtizngjsi
rozhodnout o charakteru odezvy, nebot’ roli hraji i velikosti stabilnich ¢i nestabilnich nul a pol.

PodrobnejSim rozborem bychom Zitili, ze

velikost preregulovani vlivem nestabilniho polu je vyrazngjsi, je-li jeho hodnota vétsi oproti s .
velikost preregulovani vlivem stabilniho polu je vyrazngjsi, je-li jeho hodnota mensi oproti s , .
velikost podregulovani vlivem nestabilni nuly je vyrazngjsi, je-li jeji hodnota mensi oproti s .
velikost preregulovani vlivem stabilni nuly je vyrazngjsi, je-li jeji hodnota mensi oproti s , .

Piiklad 7.7 :
Y(p) __P- %
U p(p- py)

Uvazujme tizeny systém s prenosem F(p) = a uvazujme tii vybery p,, z,:

1/ p,=-05, z,=-0.1 2/ p,=-05, z,=05 3/ p, =02, z,=05.

U(p) _d,p+d,

Ke kazdému vybéru navrhneme 1DoF dynamicky regulétor: F.(p) =
E(p) P+g

tak, aby poly uzaviené regulacni smycky byly {-1,-1,-1}.
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Vaimnéme si, Ze poly a nuly systému se budou nachézet vpravo od poéli uzavieené smycky ve viech
variantach.

ReSeni: Polynomy regulétoru d(p)a c(p) urgime z polynomidini rovnice

a(p)c(p)+b(p)d(p)= (p+D°
porovnanim vyraza u stejnych mocnin p .

Pro jednotlivé varianty dostaneme regulétory:

_ p+01 _20.63p+10
U Fo=———= F (p)="—t—
°  p(p+0.5) <(P) p-18.13
_ p-05 _ -3.75p- 198
2l Fo=—"" =~ F (p)=—2"F 2
> p(p+0.5) =(P) p+6.25
_ p-05 _-18.8p- 2.06
3 Fg=— =~ F(p)=—t_=F
°  p(p- 0.2 =(P) p+22

Prechodové charakteristiky uzaviené smycky jsou ilustrovany v nasledujicim grafu:

Step Response
T

Ampltue

Komentay :
1/ systém ma predevsim malou stabilni nulu — vznika velké pieregulovani

2/ systém mé nestabilni nulu a stabilni pol — vlivem nestabilni nuly vzniké podregulovani,
vlivem stabilniho pélu vznika preregulovani (velikost zavisi na hodnoté polu).

3/ systém mé nestabilni nulu a nestabilni pol — vznika velké podregulovani i pieregulovani.
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8. ZAKLADNI TYPY REGULATORU

V predchozim odstavci jsme se zabyvali formulaci a specifikaci poZadavka na vlastnosti uzaviené
regulaéni smyc¢ky. Jakmile jsou pozadavky specifikovany, je piirozenou otazkou jaky regulétor
miZe tyto poZadavky splnit. ProtoZe klasické metody ndvrhu reguléora vychazi z piedem zvolené
struktury reguldoru a metodami syntézy uréujeme pouze jeho parametry, budeme nyni vénovat
pozornost zékladnim typam regulatord, jejich popisu a vlastnostem.

A/ Dynamické requlatory

Jsou popsany dynamickym modelem, Ize jimi ovlivnit polohu p6la i nul v prenosu uzaviené
regulacéni smycky, zvysuji iad regulaéni smycky. Mohou byt realizovany jako spojité (analogoveé)
Ci diskrétni, s jednim ¢i dvéma stupni volnosti (1DoF, 2DoF).

Vstupem 1DoF regulétoru je regulacni odchylka e(t) =w(t)- y(t), vystupem je fizeni u(t).

Vstupem 2DoF regulétoru je referencni signdl w(t) aregulovany vystup y(t), vystupemje u(t).
Prikladem jsou PI, PD, PID regulétory nebo obecny dynamicky regulator .

B/ Nedynamické regultory

Jsou popsany nedynamickym modelem, ovliviiuji pouze polohu pdli, nezvySuji fa&d regulacni
smycky, vstupem miiZe byt regulaéni odchylka nebo stav (stavova odchylka).

Prikladem je P regulétor, linearni stavovy regulétor.

C/ Kombinace dynamickych a nedynamickych regulatori
Prikladem je napr. stavovy regulétor sintegracnim charakterem nebo s vnit/nim modelem
externich signalii a také dynamicky kompenzator (stavovy regulétor + rekonstruktor stavu).

8.1. Spojite PID (PI, PD) regulatory
Nézev regulétort je odvozen od zptisobu generovani fizeni u(t) v zavislosti naregulacni odchylce
e(t) =w(t)- y(t) v regulagnim obvodu.
Rizeni je tvoreno tremi slozkami: proporciondlni (P), integragni (1) a derivaéni (D):
é ! u
u(t) = Kee(t) +i(‘}a(t ydt +T, @(J (8.2)
é L dt g
K jeproporciondni zesileni, T, integracni casovakonstanta a T, derivacni ¢asova konstanta.
Po aplikaci L - transformace na (8.1) dostaneme spojity pienos PID regulétoru:
o 2
F.(p) = U(p) — K?‘FL‘FTDDEZ K +ﬁ+ K,p= Ko p® +Kp+K, — d(p) (8.2)
E(p) Tp @ p p c(p)
Parametry PID regulatoru:
K - zesileni, T, - integrac¢ni ¢asova konstanta, T, - derivacni ¢asova konstanta
K, =K/T,, K, =KT,

Vliv jednotlivych slozek na kvalitu regulace:

P-slozka: je umérnaregulacni odchylce, zvySovanim K se zlepSuje piesnost regulace, rychlost
odezvy se zvy3uje, nf. poruchy jsou vice potlageny, zvétSuje se pireregulovani, snizuje se
robustnost ve stabilité (K, !). Slozka vlastné reprezentuje nedynamicky P-regulator.

I-slozka: je umérna integrélu regulacni odchylky, je Zadouci pro dosazeni presnosti regulace,
zavédi do regulacni smycky fazové zpozdéni, zpomaluje rychlost odezvy, snizuje
robustnost ve stabilité, zmenSovanim T, zvy3uje pieregulovani.

D-slozka: je umérna derivaci regulacni odchylky, zavadi fazovy piedstih, zrychluje rychlost
odezvy, zvétSovanim T, zmensuje pieregulovani, mize zvysit robustnost ve stabilité.
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Pro modelovani PID regulé&oru obvykle pouzivame paralelni strukturu, kterd umoZziuje nezavislé
(neinteraktivni) nastavovani jednotlivych parametri regulétoru:

wt) )

1 |
Tp u(t)

A 4

y(t)

Top

Prakticka realizace PID regulatoru.
,Cigté" derivace v idealnim PID regulétoru ¢ini potize:
1/ sfyzikalni realizaci as kmitanim fizeni u(t) pi zatizeni vystupu y(t) vf. poruchou.

2/ pii skokovych zménéch referencniho signdlu w(t) aporuch na vystupu vznikaji prudké zmeny
v fizeni u(t), které jsou nebezpesné pro funkci a zivotnost akénich ¢lent.

Tyto potiZe |ze odstranit jednak pouztim filtrované (aproximativni) derivace a jednak zapojenim

derivacni (pripadne i proporcionalni) sloZky regulatoru na regulaci od vystupu y(t), protoze

skokové zmeny referencniho signalu w(t) budou jiz odfiltrovany rizenym systémem.

PID requlator sfiltrovanou (aproximativni) derivaci:

Fp=UiP_ F, 1, Hpd K, Kp_ (K+KOP +(K+KE)p+K, _
E(p) & Tp tp+ly D tp+l ot p+D)
2
= %P +9p*ds _d(P) . et jemalavolenacasovakonstantat @, /(3, 20).  (83)

p(p+Cp) c(p)
Pouzijeme-li PID reguldtor pro fizeni systému s pienosem Fs(p):%, dostaneme prenos

uzaviené regulacni smycky ve tvaru:
b(p) & , K, , Kyp 8
F(P) __aPM& p tp+ly _  _  b(p)d(p)
L+R(p) |, (D)% K, Kyp O a(p)c(p) + b(p)d(p)
a(p)g P tptlg
Je ztejmé, Ze velikost parametru K, v derivagni sloZce v citateli prenosu ovlivni , divokost” reakci
regulované veli¢iny y(t) naskokové zmeny w(t).
PID regulétor s deriva¢ni slozkou odvozenou od regulovaného vystupu

Fyw(P) = (84)

K
W e u y
b >
@ e [T
Ko
p
KDp <
tp+1
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V tomto pripadé prenos uzaviené regulacni smycky jiz nemé derivacni sloZku v gitateli
bR & , K, O
R __ amE P (©5)
R P& K Kp O
a(p)é p tp+lg
ana skokove zmeny referencniho signdlu bude reagovat umirnéngji.

Fyw(P) =

Pl _a PD regulétor
Tyto regulétory jsou pouze dvouslozkové ajsou vlastné specidlnim pripadem PID regulétoru.

58 106
U(p) 16 YT K
Prenos Pl regulatoru: Fo(p)=——= = K§+—¢: KS LT K+ — (8.6)
E(p) Tps & P p
e 2

Reguléator Pl zavadi do regulatni smycky astatismus (pdl v nule), hodnota nuly je nastavitelna
integracni ¢asovou konstantou T, .

Ul O e Gl S NEAE_ e , [Koff (8.7)
tp+ly & tp+l g  tp+l

Regulator PD zavadi do regulacni smyc¢ky nulu, jejiz hodnota je nastavitelna derivaéni ¢asovou
konstantou T, acasovou konstantou't , pticemzt @I, /(3, 20) . Hodnotu polu uréujet .

Pomamka 8.1.:

Vpraxi se obwkle setkdvame srizenymi systémy, které maji na svém vstupu akcni clen
prrechézeici do saturace pri urcité hodnote rizeni. Je-li pro rizeni pouZt regulétor s integracni
sozkou (PI, PID), mizZe byt regulacni odchylka tak velika, Ze integracni sloZka zpiisobi saturaci
akeniho clenu (napr. ventil prejede do krajni polohy) a zpétnovazebni 7izeni bude nefunkeni, i kdyz
se bude regulovany vystup menit. Dojde-li posl éze k omezeni velikosti  regulacni odchylky, mize
vlivem ,, naintegrované‘ hodnoty trvat znacné dlouho, neZ se obnovi spravna funkce reguléatoru.
Tento efekt se nazyva ,, undSeni integrace* (wind-up effect) a jedna zmoznosti jak mu zabranit je
uvedena na nasledujicim schéma s Pl regul atorem.

Prenos PD regulatoru: F;(p) =K gi+

[

J K
e(t) u Akeni ¢len,
se saturaci:

_’_ _____________

v

—
D

Pl regulator je doplnén zp&tnovazebni smyckou odvozenou od odchylky e, =u- U, dané rozdilem
méteného vystupu reguldtoru u a méreného vystupu akéniho ¢lenu G . Odchylka je vedena zpét na
integrétor pres zesileni 1/T, . Neni-li akéni ¢len saturovén, je odchylka nulova a fizeni probiha
v linearni oblasti. Jakmile je akéni ¢len saturovan, zpétna vazba pisobi tak, aby odchylka e, byla
opét nulova, jinak fe¢eno, integrace se prepocitava tak, aby se vystup reguldtoru u dostal na mez
saturace. Rychlost , resetovani integrétoru” Ize ovlivnit volbou ¢asové konstanty T, .
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8. 2. Diskreétni PID (PI, PD) regulatory

V 5. kapitole jsme uvedli, Ze pro navrh diskrétnich regulétoru lze pouzit dva principidné odlisné
piistupy, které se liSi vychozim tvarem modelu fizeného systému (spojity model nebo diskrétni
model stvarovacem 0. Fadu).

V prvém piipadé navrhujeme spojity reguldor a nédsledné provedeme jeho diskretizaci dle
odgtavce 5.6. Ve druhém piipadé vychazime piimo z diskrétniho tvaru regulatorul.

1/ Diskrétni PID (PI,PD) requlatory ziskané diskretizaci spojitych PID (P1,PD) requlatori

Pro ziskani diskrétnich verzi spojitych PID, PI, PD reguldoru Ize doporugit lichobéeznikovou
(Tustinovu) aproximaci, pii které provadime ve spojitém prenosu navrzeného
reguléoru F (p) substituci:

FR(Z):FR(p) 221 nebo FR(Z-l):FR(p)

g1 » T jeperiodavzorkovani.

Tz+1 p_?1+z-1

Napiiklad pro spojity PID regulétor sfiltrovanou (aproximovanou) derivaci (8.3) bychom dostali
diskrétni pienos druhého fadu se segjnym stupném polynoma v citateli i jmenovateli pienosu:

F (Y= U(z") _d,z°+dz +d, _ d,z*+d,z"'+d,

R E(zY) (- zY)A+cz?) 1+(c-1)z*- cz?
Parametry diskrétniho regulétoru d,,d;,d,,c budou funkcemi parametra spojitého PID regulétoru
(K,T,,T,) nebo (K,K,,K,), pticemz predpokladame pevné zvolenou ¢asovou konstantut pro
filtrovanou derivaci (obvykle Ize volit t =T, /10). Diskrétni ptenos bude mit dvé nastavitelné

nuly, jeden pdl musi mit hodnotu z=1, druhy p6l vznika v dasledku poufZiti filtrované derivace a
mé obecnou hodnotu z=-c.

(8.8)

Algoritmus Fizeni (absolutni-polohowy a pFirastkovy-rychlostni)
Uvazujme diskrétni pirenos regulétoru (8.8). Pro obrazy vystupu a vstupu regulétoru plati vztah

g+(c-1)z*- ez (z‘l) =gd,z? +dlz'1+d0E|E(z'1)

Po zpétné Z -transformaci dostdvdme v ¢asové oblasti pro k =0,1,..., algoritmus fizeni

u(k) =- (c- u(k- 1) +cu(k- 2)+dye(k) +de(k- D +d,e(k- 2), ek)=w(k)- y(k) (8.9)
Algoritmus fizeni se nazyvéa absolutni (polohovy), nema rekurentni charakter, akeni ¢len fizeného
systému je ovlivnén celou hodnotou fizeni u(k), v pameti jsou uloZena predchozi meten.
V praxi se také ¢asto pouziva piiristkovy (rychlostni) algoritmus 7izeni , zejména pokud ma akeni
¢len integracni charakter (napt. pii fizeni servopohon).
Algoritmus tizeni je rekurentni, akéni ¢len je ovliviiovan pouze prirastkovou hodnotou fizeni
Du(k) =u(k)- u(k-1) avpameti jsou ulozena pouze posledni meteni. Pri prepinani z rueni
regulace na automatickou nedochazi k nezadoucim ,,razim".
Absolutni a priristkovy algoritmus budeme ilustrovat na idealnim spojitém PID regulétoru, ktery
bude pro jednoduchost diskretizovan s pouzitim zpétné obdélnikové aproximace (prednost by

ov3em mela lichobéZnikové - Tustinova aproximace).
|dedlni spojity PID regulétor generuje podle (7 1) tizeni

u(t) = Kée(t) +— Oa(t yat +T,
u
Po diskretizaci s periodou vzorkovam T dostavame nerekurentni absolutni algoritmus 7izeni

u(k)=K}e( )+—a e() -I_-I_g(k) (k 1)% k=012,..., ek)=wk)- y(k) (8.10)
|

de(t)
dt

| i=0

39



Vidime, Ze pro vypocet hodnoty fizeni v k-témkroku u absolutniho algoritmu 7izeni je nutné
ukladat do paméti vdechny minulé hodnoty regulacni odchylky a akéni organ je ovlivnén vzdy
»celou hodnotou* u(k).
U prirustkového algoritmu rizeni, je na akeéni organ privadéna pouze prirastkova hodnota fizeni
Du(k) =u(k)- u(k- 1) av kazdém kroku potiebujme znét pouze aktudlni mereni e(k):
. 1 .
Odecteme-li od (8.10) u(k- 1) =K {e(k- 1)+Tlé e(i)+TT_Dge(k- 1)- e(k- 2)@%,
) | i=0
dostaneme priristkovy algoritmus Fizeni

u(k) - u(k- 1) = K ge(k) - e(k- 1)g+KTle(k)+KTI_—Dge(k)- 2e(k-1)+e(k-2)y, (811

|
ktery Ize zapsat ve tvaru

Du(k) = u(k) - u(k- 1) = dge(k) + die(k - 1) +d,e(k- 2), k=012...., e(k) =w(k)- y(k), (8.12)

N . N 0 "
pricemz pti zvolene diskretizaci plati: d, = K §+1+T—D+, d, =K & 1. 2T—D2, d,= KT—D
ST Ty & T o T

Poznamka:
Pii regulaci na konstantni hodnotu musi byt v piiristkovém algoritmu Fizeni obsaZena integracni slozka
Fizeni, protoZe je to jedina sloZka, kterd mé informaci o velikosti konstantniho referenéniho signélu!
Presvedcime se o tom dosazenim

e(k)=w- y(k), e(k- ) =w- y(k-1), e(k- 2)=w- y(k- 2)
do (8.11). Referencni signdl w = konst. se v proporcionalni a derivacni sloZce odecte a zistane pouze
Vv integracni sloZce.

2/ Tvary diskrétnich pi‘enosii PID , Pl, PD regulatorsi pro pAimy navrh diskrétniho Fizeni

Z diskretizace spojitych PID, Pl, PD reguldtora vyplyvd, Ze zptisobem diskretizace ovlivnime
funkéni zavislost parametra diskrétniho reguldoru na parametrech spojitého regulédtoru, ale
formélni tvar diskrétnich pirenosi regulatora s nespecifikovanymi parametry miaZzeme zachovat a
pouZzit pro primy néavrh diskrétniho fizeni. Hodnotu parametri uréi pouZita metoda syntézy.

Pro primy navrh diskrétniho fizeni budeme tedy uvaZovat diskrétni prenosy regulatort ve tvaru:

Uz _d,z?+d,z*+d,
E(zY) (1- 2Y)A+cz?h)
U(z") _dz*'+d,

E(zY) @- zY

U(z") _dz*'+d,

E(zY) (@+cz?h)

Diskrétni PID reguldtor:  F.(z'*) =

Diskrétni Pl reguldtor: ~ Fo(z') =

Diskrétni PD reguldtor:  Fq(z'') = (8.13)

8.3. Obecny dynamicky regulator
Obecny dynamicky regulédtor je zobecnénim popsanych dynamickych reguldora PID, P, PD.
PopiSeme jgj ryzi pienosovou funkci m-tého f&du s 2m+1 nastavitelnymi parametry:

_U(p) _d,p"+d,,p" +...+dip+d,

FR( p) - - m m-1

E(p) P +CpiP T FGPFG
Uz _d,z"+d, ,z™+..+dz"+d,
E(z) z"+c,,Zz™+..+cZ+¢,
Obecny dynamicky reguldtor je mozné pouzit jako 1DoF i 2DoF regulator, veétSi pocet
nastavitelnych parametrii se vyuziva pro reSeni slozitéjSich dloh fizeni vedoucich napi. k nutnosti
pouZiti principu vnit/niho modelu (viz 9. kapitola).

pro spojitou verzi

Fe(z") = pro diskrétni verzi (8.14)
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8.4. Linear ni stavovy reguléator
Patii mezi nedynamické regulé&ory, zpétnovazebni tizeni je generovano jako linearni kombinace
meéiitelnych dozek vektoru stavu.

UvaZzujme stavovy popis fiditelného spojitého LDS s jednim vstupem a vystupem
S A(t) = Ax(t) +bu(t); x(t,) ...pocaesni podminky, x(t)T R, u@t)l R, yt)I R* (8.15)
y(t) = c"x(t)

arovnici spojitého linearniho stavového regulétoru
Reg.. u(t)=-k'x(t), k'...1xn kongtantni matice (8.16)

Pro uzavieny systém dostavame
S () = (A- bkT)x(t), x(t,) (8.17)

y(t) = c"x(t)
Pro asymptoticky stabilni uzavieny systém bude platit !(larg X(t)=0 a !(larg y(t) =0.

Linearni stavovy reguldtor (8.11) tedy fidi pocatecni stav x(t,) ,,do nuly*.

Pokud chceme fteSit Ulohy regulace na konstantni hodnotu ¢i obecné dlohy sledovani,
specifikované referencnim signdlem w(t), je nutné doplnit stavové zp&tnovazebni tizeni o
kompenza¢ni Fizeni u,,, (t) .

Rovnice linedrniho stavového reguldtoru ma potom tvar: u(t) =- K" X(t) + Uy (t). (8.18)

Jako priklad pouziti tohoto reguldtoru je na nésledujicim schéma znazornéna regulace skokové
odezvy (s kompenzaci statického zesileni pro dosazeni poZadované ustalené hodnoty vystupu):

komp ’ ————»

v
o
5

u komp u y

Stejny problém |ze reSit elegantnéji s pouZitim linearniho stavového regulétoru sintegracnim
charakterem, kdy pii regulaci na konstantni hodnotu neni nutné zesileni kompenzovat (oteviena
regulacni smyc¢ka ma zavedeny astatismus 1. f&du, tj. obsahuje model generdtoru referen¢niho
signdlu w(t) —viz ,, princip vnitiniho modelu® v 9. kapitole).

Regulator sestava z nedynamické a dynamické casti - je piikladem kombinace nedynamického a
dynamickeého regulétoru.
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v

K, S: (A,bch
®‘ o Xiovrrreeremns X

ukomp u y

kT
stavovy reg.

Tyto regulatory lze déle zobecnit vtom smyslu, Ze dynamickd ¢a&st muze obsahovat model
generatoru externiho signalu.

Na zavér prehledu zakladnich typa reguldtori uvazujme jedté situaci, kdy chceme pouzit linedrni
stavovy reguldtor, ale ngsou méiitelné viechny dloZky vektoru stavu Fizeného systému.
V takovém pripadé je nutné navrhnout néjaky rekonstruktor stavu (tj. dynamicky systém na jehoz
vstup je piiveden méieny vstup a vystup fizeného systému a generuje rekonstruovany stav X(t) ).
Rekonstruovany stav X(t) miaze za uréenych podminek zastoupit nemgfitelny stav x(t)

V navrZzeném stavovem regulatoru (viz 10. kapitola):

""""""""l -------------------------- I S: (A,bch R
" ! (nemetitelny stav) "
ukomp U(t) b e - y(t)
KT Rekonstruktor
, Dynamicky kompenzétor* Stavovy regulator « stavu E
X :
Stavovy regulétor je popsan, analogicky k (8.13), rovnici
u(t) =- k"K(t) + Uomp (D), (8.19)

Do regulatoru je oviem nutné zahrnout i dynamicky systém rekonstrukce stavu X(t)
aregulator je tudiz dynamicky . Byvataké oznacovan jako ,, dynamicky kompenzator* .
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9. KLASICKE METODY NAVRHU REGULATORU

Siroké spektrum néavrhovych metod, se kterym se setkavame v odborné literatuie, vyplyva jednak
z variability tizenych systéma, z variability formulovanych poZadavka na kvalitu regulovaného
procesu (Casto protichidnych nebo i nerealizovatelnych), z moznosti pouZziti raznych typu
regulatora a také z rozsahlosti matematického apardtu, ktery lze pouZit pti feSeni Uloh
formulovanych bud’ v ¢asové, algebraické ¢i frekvencni oblasti.

Navrhové metody, které spoléhaji na (hypotetickou) moznost ziskani presného matematického
modelu fizenych systémia a formuluji matematicky i poZadavky na kvalitu regulace, uré¢i pfi
zvolené struktuie regulatoru v podstaté exaktnim zpasobem jeho parametry. Navrhové metody
v3ak mohou byt vypocetné ndroc¢né, pozadavky na kvalitu regulace mohou byt formulovany spise s
ohledem na snaz8i matematické zpracovani neZ na charakterizaci tizeného procesu a vysledny
reguldor nemusi byt dostatecné robustni pro pouZiti v priamyslovych aplikacich. Na druhé strang
se pouzivaji v pramyslovych aplikacich i empirické postupy serizovani regulétort (obvykle pro Pl,
PID regulétory), které znalost exaktniho matematického modelu fizeného systému nevyzaduji
(pouze nekteré jeho charakteristiky), poZadavky na regulovany proces jsou formulovany jen
kvalitativné a jak fika ndzev, empiricky postup navrhu nebyva vyrazngji podloZzen ani teorii. Takto
navrzené regulatory prirozené¢ nemohou splnit prisnéjsi poZzadavky na kvalitu a jejich Ukolem je
Vv podstaté ziskani ¢asu pro ndvrh efektivnejsiho regulétoru.

Znovu pripomeime, Ze klasické metody névrhu regulatort vychézeji ze znalosti adekvétniho
modelu fizeného systému, piedpokladaji piedem zvolenou strukturu regulatoru a kvantitativni
vyjédieni pokud mozno vSech formulovanych poZadavkia. Vysledkem névrhu je stanoveni
takovych hodnot parametri v dané struktuie reguldtoru, které v definovaném smyslu nejlépe
splnuji formulované a kvantifikované poZzadavky.

V dalSim uvedeme nékteré pouzivané ndvrhové metody v ¢asové, algebraické a frekvencni oblasti.

9.1. Empiricke postupy p¥i navrhu regulator i

al_Casova metoda Ziegler-Nichols

UmoZni nastaveni parametri P, Pl a PID reguldtori na zakladé experimentélné zjisténé odezvy na
skokovou zmenu vstupu fizeného systému (viz obr.).

Predpoklady:

Monoténni odezva systému bez astatismu, idedlni PID regulator, T, > 2.5T, (T, je ,dobandb&hu”,
T, je ,doba pratahu“ resp. doba fiktivniho dopravniho zpozdéni).

Pro nastaveni parametr: regulatoru staci Zistit z namerené odezvy dobu pratahu T, a maximalni
strmost odezvy S (smérnicetecny v inflexnimbode, S= K _/T,, K je staticke zesileni )

Step Response

0.5

(=3

Amplitude

0.4

1
a3 10 13

an

Experimentalné zji&éna skokova odezva (statické zesileni 1)

Parametry regulatora P, Pl aPID ur¢ime z tabulky
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K T Tp
P - regulator 1
ST,
Pl - regulétor 1
05 3.3,
PID - regulétor 12 1
' ?Z 2T, 0.5T,

Je to nespolehlivd metodaa maze vést i k nestabilité uzaviené regulacni smycky.

b/ Frekvenéni metoda Ziegler-Nichols

Umozni priblizné nastaveni parametri P, Pl a PID regulétora na zékladeé experimentu provéadéného

Vv uzaviené regulacni smycce:

1/ Regulétor v uzaviené regulaéni smycce nastavime jako P-reguldtor (T, =0, T, ® ¥)
azvétSujeme zesileni regulatoru K az do vzniku netlumenych kmitu tj. pii K =K, .

2/ Na zaznamu prabehu regulované veliciny odmetime periodu netlumenych kmitt T,

Step Response Py guist Diagram

2.5 = T
oL Thrit (k= Kkrit) | 2 / \
- 2 - I
1.5} :

1l i d
= == === -"r-- == == === == == == - _2_
riticka frekvence
0.5 1 _4.\

u] =] 10 15 20 -2

Ampltude
Imaginary Axis
[}

Parametry regulétora P, PI, PID ur¢ime pomoci zjisténych K, a T, ztabulky

K T To
P - regulator 0.5K,;
Pl - regulétor
0.45K 0.83T,;,
PID - regultor 0.6K,, 0.5T,;, 0.12T,;,

Metoda vychazi ze znalosti jednoho bodu frekvencni charakteristiky, ktery je specifikovan
hodnotami K,., a w,, =2p/T,, . Podobn¢ jako ¢asova metoda Ziegler-Nichols, je i tato metoda

nespolehliva

V praxi se jeté pro nastaveni parametrz PID regulatoru vyuZivaji riizné varianty metod

pokus-omyl, z nichZ ngzndméjSi doporuéuje nadedujici postup:

1/ Regulator v uzaviené regulachi smycce nastavime jako P-regulator (T, =0, T, ® ¥ ),
2vySujeme zesileni regulatoru K az do vzniku netlumenych kmitz a zmenSime ho na polovinu.

2/ Ponechame nastavené K a snizujeme hodnotu integracni ¢asové konstanty T, az do vzniku
netumenych kmitz a potomji 3x zvétSime.

3/ Pri nastavenych K a T, zvy3ujeme hodnotu derivacni ¢asové konstanty T, az do vzniku
netumenych kmitzz a potom ji 3x zmensime.




9.2. Navrh reguléatori dle pozadavku na minimum integralnich kriterii kvality
Jednou z moznosti jak vyjédtit poZadavky na kvalitu regulace v ¢asové oblasti je jejich vyjéadieni
integranimi kritérii kvality (7.40).

Navrh requlatoru dle minima kriteria | SE — “ minima kvadratické regulacni plochy”
Formulace ulohy pro spojité systémy :
Pro fizeny systém popsany prenosovou funkci F¢(p)a pro dany referencni signél w(t) zvolte

vhodny typ reguldoru F(p,q) auréete jeho parametry g tak, aby bylo minimalizovano kritérium

ISE: J(@) = ¢*(t,q)dt = Jw(t) - y(t,q)]ct . (9.1)

Uloha vede na parametrickou optimalizaci kritéria optimality, ktera oviem predpoklada stabilni
uzavieny regulaéni obvod a kone¢nou hodnotu kritéria. Musi byt tudiz spinéna podminka
lime(t,q)=0 resp. limpE(p,q)=0, (9.2
ktera je voditkem pro vybér piipustného typu reguldtoru. Napiiklad pii regulaci na konstantni
hodnotu w(t) = kongt. je pro spInéni podminky (9.2) nutné, aby oteviena regulacni smycka mela
astatismus 1. f&du.
Neméli astatismus fizeny systém, musi jej dodat regulator a pripustnym typem reguléoru bude Pl
nebo PID regulétor (viz piesnost regulace odst. 7.3.).

Postup 7eSeni:
1/ Pouzijeme Parcevaliiv vztah (7.37) pro prevedeni kritéria | SE z ¢asové oblasti do frekvencni
oblasti a dosadime do kritéria urceny obraz regulacni odchylky E(p,q) .

2/ Hodnotu kritéria, udavajici velikost kvadratické regulacni plochy, vyjadiime jako funkci
parametri zvoleného typu regulatoru (pro regulaci na konstantni hodnotu byva tabelovana).

3/ Optimalni hodnoty parametrii reguldoru g, uréime z nutnych podminek minimakritéria | SE
9@

. =0 i =1,.... (9.3)
ﬂqi g =9
a gtability uzavieného regulacniho obvodu.
Adl/ Parcevaluv vztah a obraz regulacni odchylky
Y 1 . 1"
J@) = ¢ (ta)dt =—— F(iw,a)E(- jw,a)dw =— F(p,a)E(- p,q)dp (94)
0 2 2
Stanovime L-obraz regula¢ni odchylky
1 1 a,(p.9) 1(p.q)
E(p) = ——=——W(p) =—————WI(p) = ° W(p) = (9.5
1+F,(p.9) 14+ 2 (P.O) a,(p.a) +b,(p.a) r(p.q)
a,(p.q)

kde koeficienty polynoma |(p,q) =I,p"+...+1,p+l, a r(p,q)=r,p"+..+r,p+r, jsou

funkcemi parametrti zvoleného typu regulétoru.
Z (9.5) vyplyvd, Ze relativni 7&d polynomidlniho Zomku E(p) je urcen pouze relativnim /adem
obrazu referencniho signédlu W(p).
Pri regulaci skokové odezvy w(t)= 1[t] bude st I(p) = st r(p)- 1, protoze W(p)=1/p.

Ad2/ Urcdeni kvadratické regulacni plochy jako funkce parametr:i requldtoru

_ 1 _ 1 N I(pa) I pa) 1 "Néq(p.a) , q- pg
J@)= — OE(p,q)E(- p,q)dp =— dp=—
& 2pj.,9 (HORE abes 2p1.,9r(p,q)r(- p.q) 2pJ.,98r(p,q)+r(- |o,q)uLPI
(9.6)
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Zavedenim polynomu  d(p,d) =¢,,(d4) p" +..+q(a) P+ (a), s a(p.a)=stI(p.a),
skoeficienty ¢ (q), i =0,1,..m, zavislymi na parametrech zvoleného typu regulétoru, prevedeme
souc¢inovy tvar kritéria na souctovy.
Pro citatele polynomiélnich zlomki v (9.6) dostdvame polynomiélni rovnici

I (p,CI)l (_ p!q) = q( p,CI)r(- p!q) + CI(‘ p,CI)l’(p,CI) ) (97)
Z téo rovnice uréime koeficienty g (q) , 1=0,1,..m polynomu q(p,q) porovnanim vyrazi u
stejnych (sudych!) mocnin proménné p.
Urceme nyni velikost kvadratické regulaéni plochy (9.6), ae bez jejiho ,zrcadlového” obrazu,
ktery nalezeni minima stejné neovlivni.

+ ¥
UvaZzujeme tedy kvadratickou regulagni plochu danou hodnotou kritériaJ(q) = % @%dp.
J - j¥ '

Ozna&ime Z(p) = ?(p’Q)

avelikost plochy ur¢ime s vyuzitim zpétné Laplaceovy transformace:

]
+j¥

_ 1 gapa), 1 limL ! ~lima(t = i
I =5, o Or(pa) dp = 2pj_on(|o)e'“d|0|t=o—ltl®rgL {Z(p)} =limz(t) = lim pZ(p) P

3@q) = lim p3PD _ i) 5 IW(@ P+ +6() 9.9)

¥ r(p,g) Y r@)pT+..+1()
Polynom r(p,q) uré¢ime z (9.5), polynom q(p,q) je dan feSenim polynomidlni rovnice (9.7).

Ad3/ Urceni optimalnich hodnot parametrsiiq”
Optimalni hodnoty parametri g musi minimalizovat uvazované kritérium kvality (9.8),

@)

fla;

regulacni smycku (uréené parametry testujeme napt. aplikaci Hurwitzova kritéria stability na
charakteristicky polynom uzaviené regulaéni smycky).
Pomamka 9.1.:
V obvyklém pripadé regulace na konstantni hodnotu w(t)=konst. bude relativni tad

polynomiélniho zlomku E(p) roven jedné, atedy st [(p) = st q(p) =n- 1. Potom podle (9.8)
3(q) = lim pI@P"++%@) _ i 0 Gea@ P4+ G(@) _ @) ©9)

p n n
¥ @)p . tn@)  re¥ T n@)p" .+ 1) r.@)
aoptimalni hodnoty parametrii g uréime z nutné podminky minima

jsou uréeny z nutné podminky minima =0, i=1,.... amus gtabilizovat uzavienou

wa)y - '” qﬂl(Q) =0, i=1,... (9.10)
o *= o r@) "
Piiklad 9.1:
K tizenému systému s prenosem F¢(p) = L navrhnéte P-regulétor spienosem F.(p) = K

p(p* +1.5p+0.5)
tak, aby bylo minimalizovano kriterium ISE! Referenénim signdlem bude w(t) = 1[t].

Protoze tizeny systém ma astatismus, je pii regulaci na konstantni hodnotu piipustny napt. P-reguléor a integralni
kriterium | SE bude nabyvat konesné hodnoty. Regulétor mé jediny parametr = K .

1/ Vypocteme obraz regulacni odchylky:

_ 1 _
E(p) = Fo(p)w( p) =

1 1_  p?+15p+05 _ I(p)
K p p’+15p°+05p+K r(p,K)

p(p*> +1.5p+0.5)

1+
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G Co . o 0 1 ~
(VEmnémes, Ze plati pozadované !!@T e(t) = Ig(grg) PE(p) = Ipl(grg) pFO(p)W( p) = 0)
2/ Zavedeme polynom q(p) =, P> + q, P+, & q(p) =stI(p) a urcime jeho koeficienty z (9.7):
I(P)I(- p) =a(p)r(- p.K) +a(- p)r(p,K).
Po dosazeni a Gpravé dostaneme
p4 - 1-25p2 +0.25= (3q2 - 2q1) p4 + (2q2K -0 +3q0) p2 + 2q0K
Z porovnani vyrazi u stejnych mocnin p dostaneme:

0.25 0.375 3.5K +0.75
K)y=——, K)=29,K +1.25+ ) K)=—
a(K)= 22, (K)=2, =

3/ Urcime hodnotu kriteria jako funkci parametru K

(k) = JalK) _ G(K) _ 35K +075
n(K) rn(ED)  3K-4K?

4/ Ur¢ime optimalni hodnotu K~

WU - T 3K+O0D 5, yk2+6K-225=0 b K., ={0.24-067)

1K K 3K - 4K?

Z charakteristického polynomu uzaviené regulagni smycky p3 +1.5p2 +0.5p+K je ztgmé Zze sabilni

uzavienou regulacni smyeku zaruci pouze P-regulétor s prenosem F(p) = K™ =0.24.

Zji&éna odezva uzaviené regulatni smycky na jednotkovy skok je na obrazku:

Step Response

Amplitude

W,

Navrh regulatorz dle minima " ¢asové vazenych” kriterii |SE

Navrh regulatorti dle minima kritéria ISE sice zaru¢uje minimélni plochu vymezenou pribéhem
e’ (t), regulace vik maze byt prilis kmitava a doba regulace velka Pricinou je, Ze regulagni
odchylka je stéle stejné ,, vaZzend" v Case.

Namisto kritéria ISE Ize v&ak pouzit nékteré jeho modifikace, které zohlednuji poZzadavek na
rychlost regulace av ramci prezentované metody navrhu regulatoru mizeme postupovat v podstaté
shodnym zpasobem.

¥
Casové vézené kritérium ISE : J(q) = cJte(t,q)]” ot (9.11)
0

ProtoZe plati L{te(t,q)} =- dipE(p,q) =E(p.q), (viz LS1, odst. 2.1), postupujeme pii navrhu
reguléoru sejnym zptasobem jako v predchozim pripadé, ale pro kritérium

% 2 1 % _ d I(pa)
J@Q) = DlPdt = — E.(- p,g)dp: -4 9.12
@) gite(tq)] 2|Oj_gEl(loq)El( p,g)dp; E(p) T (p.a) (9.12)

¥

Exponencidlné vazené kritérium ISE : J(q) = c‘gea‘e(t,q)lfgl2 dt, a >0 jevolitelny parametr  (9.13)
0
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ProtoZe plati L{ea‘e(t,q)} =E(p-a,9)=E,(p.9),

reguldor navrhujeme pro kritérium
¥ ¥

— MNAA-a \2 _ 1 Y . _|(p'a,C])
J@)= ‘et,q)f dt = — OE.(P.9)E(- p.a)dp; E,(p.g)=———= (9.14)
o d ) 9% ? ’ r(p-a,q)
Poznamka 9.2.:
¥
V diskrétni verzi je ISE kritérium v souctovémtvaru: J(q) =9 €*(k.q).
k=0

¥
Parcevaliiv vztah matvar: J(q)=Q € (k.q) :% @E(z,q)E(z‘l,q)z'ldz.
k=0 | s
Integracni kiivkou G muzZe byt jednotkova kruznice, ktera obklicuje stabilni poly v z—roving,
vypocet kritéria je viak schudnéjSi pii pouZiti rezidualni véty.
Optimalni hodnoty q.", i =1,.... Ize urgit numerickymi metodami parametrické optimalizace.

¥
Analogicky postup |ze pouzit i pro kvadratické kritérium J(q) =g €*(k,q)+ku?(k,q).
k=0

Navrh requlatoru dle minima kriteria | TAE

¥
Metoda névrhu regulétoru die minima kritéria I TAE: J(q) = ¢j|e(t)|dt
0

byla vypracovana Grahamem a Lathropem, ktefi urcili (v podstaté experimentalng) optimani
hodnoty koeficientti v charakteristickém polynomu uzaviené regulacni smycky a,(p), a tedy
,optimalni“ tvar charakteristického polynomu a(p) tak, aby kritérium ITAE nabyvalo minimalni
hodnoty. Koeficienty polynomu a(p) byly navic parametrizovany netlumenou frekvenci w_ pro
moznost zadani priblizné doby regulace T, . Pro stanoveni w, Ize pouZzit vztah

4.8

TH‘}X

n

, x=07, 08 (9.15)

Metodu |ze pouzit za nadsledujicich prredpokladi:

b, _b(p)

- — , Nnema tedy
p'+a ,p " +..+apt+a, a(p)

1/ Prenos rizeného systému jetypu  Fg(p) =

astatismus a nema Zadnou nulu.
2/ Referencnim signalem w(t) je po ¢astech konstantni funkce.
3/ Regulatoremjeidedlni PID regulator s parametry q ={K,K,,K}.

,Optimalni“ tvary a (p) pro prislusny stupen charakteristického polynomu uzaviené regulagni
smycky a,(p,q) jsou uvedeny v tabulce:

st a,(p.q) , optimalni “ tvar charakteristického polynomu & (p)
1 p+w,
2 p® +L.4w_p+w?
3 p? +1.75w, p> +2.15w7 p +w°
4 p*+2.1w p®+3.4w?p® + 2. 7wl p+w!

Postup navrhu:

1/ Pro dany prenos fizeného systému  F(p) = by = b(p)

p'+a,,p"t+. +ap+a,  ap)
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Kop® +Kp+K, _d(p.q)
p c(p)
uré¢ime prenos uzaviené regulaéni smycky s charakteristickym polynomem a,(p,q):

a,(p,q) = a(p)c(p) +b(p)d(p,q)
2/ Z poZadavku na T, ur¢ime w, apodle dosazeného stupné polynomu a,(p,q) urcime

fizeny idedlnim PID regul&orem F.(p) = , q={K,K, K.}

podle tabulky koeficienty prislusného polynomu a (p) .
3/ PoloZime a,(p,q)= a,(p) ahledané parametry regulatoru q ={K,K,,K} urgime
porovnanim vyraza u stejnych mocnin proménné p.

Pozmamka 9.3.:

Pripomenime, Ze v pripade navrhu diskrétniho PID regulatoru miZeme pouZit dva znamé pristupy:
Diskretizace navrZzeného spojitého idediniho PID reguldtoru nebo primy navrh diskrétniho
idealniho PID regulatoru (v tomto pripadé bychom museli urcit ,, optimalni“ polynom a’(z) napr-.
wyuzitim exaktniho vztahu mez pély spojitého a diskrétniho systému — viz odst. 5.7.

Piiklad 9.2:
1

(p>+15p+0.5)
minimalizovéno kritérium ITAE a T, @6 sec! Referencnim signdlem bude w(t) = 1t].
(Je to modifikace predchoziho piikladu s kritériem ISE. Systém uvaZzujeme bez astatismu, maho aeregulator PID)

K tizenému systému sprenosem F¢(p) = navrhnéte idedini PID reguldor tak, aby bylo

ReSeni dle uvedeného postupu:

1 a,(p,q)=a(p)c(p) +b(p)d(p.g) = p°+@.5+K,)p® +(05+K)p+K,, sa,(p.q)=3

8 ,volimex =0.8 P w, =lrad/sec. b a(p) = p®+1.75p* +2.15p+1

regX

3/ Zporovnani a,(p,q)= a(p) dostavame K =1.65, K, =1 , K, =0.25

2 W, =

Kop?+Kp+K, 0.25p?+1.65p+1
p

Fs(P)Fe(p) _ 0.25p®+165p+1

1+Fo(p)Fa(p) p®+L175p*+2.15p+1

Navrzeny ,idedlni* PID regul&or ma prenos F(p) =

a prenos uzaviené regulatni smycky je Fy’w( p) =

Simuovana odezva uzaviené regulaéni smycky (s ,,idealnim PID reguldorem) na jednotkovy skok je na obrazku.

Step Response
1.5 T T T T T

Am plitude

o 1 I I 1 I
1] 2 4 = =] 10 12

Poznamka 9.4.:
Tabelované ,, optimalni“ tvary charakteristického polynomu a (p) se mohou také pouZit pri
navrhu stavovych regulatoruz dle poZzadavku na umistitelnost polii.

49



9.3. Navrhreguléatori svyuzitim GMK

Metodou geometrického mista koreni (GMK) jsme se podrobn¢ zabyvali v odst. 4.5. (LSL).
Ukézali jsme, Ze vhodnym umisténim nul a polu regulatoru k danym nulam a pélam fizeného
systému Ize meénit tvar GMK tak, aby se poly uzaviené regulacni smycky pii ur¢itém zesileni
K,KT (0,¥) oteviené regulacni smycky nachézely v takové oblasti komplexni roviny korent,
ktera zaru¢i poZadovaneé vlastnosti dynamickych odezev uzaviené regulacni smycky.

Metodu GMK budeme ilustrovat na feSeném piikladu navrhu dynamického regulatoru ke slabé tlumenému
kmitavému systému druhého iadu.

Piiklad 9.3:

K danému systému s prenosovou funkci Fg(p) = (pdly p,, =- 0.2+ j0.98) (9.16)

2
p>+04p+1
navrhnete Pl nebo PID reguléator tak, aby pro prechodovou charakteristiku uzaviené regulacni
smycky byly splneny pozadavky:

Maximalni relativni p/eregulovani .............. S =01 (10%)

Doba regulace (tolerance +19%0) .........ccccveeeeen. T, £5sec. (9.17)
Na prechodové charakteristice uzaviené regulacni smycky ilustrujte spinéni zadanych poZadavkii,
urcete bezpecnost v zesileni a ve faz.

Podivejme se nejprve na pirechodovou charakteristiku daného systému

Step Responze

Amplitude

1F 4

0 I I I I I
0 = 10 15 20 25 30

Prechodova charakteristika vykazuje asi 50-ti procentni prekmit ustdlené hodnoty, pirechodovy
proces se ustdli asi za 25 vtetin. Navrhovany reguldtor by mél obé tyto hodnoty vyrazné zlepsit a

vystup uzaviené regulagni smyeky by se mel ustdlit na hodnoté referengniho signalu w(t) =1]t] .

PouZijeme-li znamé vztahy pro souvislost maximalniho preregulovani s . adoby regulace T,
s ¢initelem relativniho tlumeni x a netlumenou frekvenci w, u kmitavého systému druhého fadu,
dostavame pro splnéni zadanych poZadavkii poZzadované hodnoty X~ aw :

Ins . In0.1
o3 D _ D _|-0.7329|

2 2| |1.2308
\/1+aéns max 0 \/1+aén0.18 | |
&€ p B &Ep o
. 4.6 4,

reg,1%

=0.591pb x  @0.6

MuZeme tedy zapsat ,, poZadovany tvar pienosové funkce kmitavého systému druhého Fadu”
w,’ 2.3409

F* = *n* > —
s(P) p’+2x'w, p+w > p®+1.836p+2.3409

spoly p,, =-X W, % jw 1- x'? = -0.918+ j1.224 (9.20)

(9.19)
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Kdyby uzaviena regulacni smycka byla kmitavym systémem s prenosem F¢ (p), toto rozmisteni
polti uzavieného systému by garantovalo spinéni zadanych pozadavki na pieregulovani a dobu
regulace.

Prechodova charakteristika a umisténi  polt F¢(p) spolu skiivkami konstantniho tlumeni a
netlumené frekvence (Matlab: pzmap, sgrid) jsou na nésledujicich obrézcich:

Step Response

Amplitude

Imaginary Axis

Feal Axis

Vyjdeme z prredpokladu, Ze uzavieeny systém vySSiho 77adu bude vykazovat podobny tvar prechodové
charakteristiky, pokud jeho rozZlozZeni pdlii bude obsahovat dva dominantni komplexne sdruzené
poly spodobnym umisténim jako ma , poZadovany tvar prrenosové funkce kmitavého systému
druhého 7adu“ F.(p) .

Vzhledem na poZadovanou piesnost sledovani konstantniho (nebo po ¢astech konstantniho)
referencniho signdlu w(t) je zigjmé, Ze oteviend regulacni smycka musi obsahovat astatismus.
ProtoZe tizeny systém astatismus nemd, musi mit integracni sloZzku regulétor a v Gvahu pripada
pouZiti Pl nebo PID regulétoru.

Analyzujme nejprve moznost pouZiti Pl regulaoru:
e 1 0

T .
Prenos Pl regulétoru je F.(p) = KE& 2 a3 do prenosu oteviené regulasni smycky prispeje
p
jednim pélem v pocéatku a jednou, v podstaté libovolné umistitelnou nulou.
Dany systém (9.16) ma komplexné sdruzené poly: p,, =- 0.2+ j0.98.
Zvolime-li napt. stabilni nulu Pl regulatoru s hodnotou -0.1, dostaneme pienos oteviené regulacni

smycky F.(p)=Fs(p)F(p) =K 2(p+0.1)
C = = .
Yoy R(P s\P/FRiP p(p’ +0.4p+1)
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Z tvaru geometrického mista koreniz na nddedujicim obrazku vidime, Ze neni moné ani pri jiném
wberu nuly docilit umisteni dominantni dvojice komplexné sdruZenych pdli do |, okoli*
pozadovanych hodnot x @0.6 a w, @L.53rad/sec.

Uzaviena smycka bude vykazovat kmitavy a pomaly regulacni proces, ktery nemize zarucit splneni
zadanych poZadavkii. Volba Pl regulatoru tedy neni vhodna.

2(p+0.1)

p(p*+04p+])
tlumeni x anetlumené frekvence w,, u kmitavého ¢lenu I1. ¥&du (Matlab: rlocus, sgrid):

Geometrické misto kotent pro F, (p) =K svyznatenymi kiivkami konstantniho

Root Locus

00is o007 .
o lTImee o TTee T 5 25

FEet

_____________________________

Imaginary Axis
]

Lar

________________________________________

0.01%5
- L .
-0.25 -0. -0. -0. -0.05
Feal Axis

Navrh spojitého PID requlétoru:

UvaZzujme nejprve prenos idealniho PID regulatoru
, K K
1 6 K,p*+Kp+K P PR, 2+d,p+d
FR(p):K§+_+TDp+: Dp p | :KD D D:KDp 1p 0
e

(9.21)
T| p (%] p p

s nastavitelnymi parametry: K, K, :Tﬁ, K, =KT, .

|
Je ziejme, Ze potiebujeme umistit dvé nuly regulétoru a specifikovat tak koeficienty d,,d, jeho
nulového polynomu. Ur¢ime-li posiéze z GMK zesileni K, zbyvajici parametry K, K, ur¢ime

porovnanim polynomu v ¢itatelich: KL =d,, % =d,. (9.22)

D D

Pripomenme, Ze GMK vychazi z pélia akongi v nulach oteviené regulaéni smycky.
Nuly regulétoru je nutno zvolit tak, aby GMK probihalo pii kone¢ném zesileni oteviené regulacni
smycky K, = KK, v ,blizkém okoli“ poZadovaného umisténi pola p,, =-0.918+ j1.224.
Zvolmenuly z, = - 0.8+ j1!
Nulovy polynom PID regul&toru matvar
p?+d,p+d, = 6 (p- z)=(p+0.8- j1)(p+0.8+j1) = p*+1.6p+1.64

=1

atudiz d, =1.6, d,=1.64 (9.23)
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Nulovy polynom piechézi do pienosu oteviené regulacni smycky

p>+1.6p+1.64 = p?’+1.6p+1.64
F,(p)=Fs(p)Fs(p) = =K
O(p) S(p) R(p) p2+0.4p+1 D p ° p3+0,4p2+p

=2K, (9.24)

(o]

Zakreslime GMK pro F, ( p) akiivky konstantniho x , w, (Matlab: rlocus, sgrid, rlocfind):

Foot Locusz

o Gain: 592

Imaginary Axis
=

l —— Pole: -0.83-1.15i
.. .. Damping: 063
EI‘EIQ':'“' cemmsEagzToTT fe-o. Overshoot (%) 7.81 2
v ey - TotseeczoTTTTTC Freguency (radisec) 148 C.oil
Al e e
2 --- 1 0g;=- r D#Eceec---036.0 0257 O
1.5 1.6 -1.4 1.2 1

Raal favie

V , blizkém okol{“ poZadovaného umisténi péla p,, =-0.918+ j1.224 odesitame (Matlab: rlocfind)
zesileni oteviené smycky K, =2K, =5.92, pdly uzaviené smycky jsou p,, = -0.93+ j1.15.

Z tvaru GMK vidime, Ze tuto dvojici komplexné sdruzenych péli Ize povazovat za dominantni a
Ize tudiz o¢ekévat Ze chovani uzavieného systému vysSiho fadu se nebude prilis 1iSit od chovéani
kmitavého ¢lenu druhého Fadu.

Z ur¢eného zesileni oteviené smycky dostavame K, =K_ /2=2.96, zbylé dva parametry
regulatoruK, K, ur¢ime podle (9.22) a(9.23): K =K,d, =4.74, K, =K,d, =4.85.
Dogtédvame prenos idedlniho PID regulétoru:

F.(p)= K+ sk p=474+281506p (9.25)
p p

Idedlni derivaci nahradime aproximativni derivaci s ¢asovou konstantou t , jegjiz velikost se
doporucuje volit v zavislosti na derivagni casové konstanté T,
Ko P
Kop® —2—, t /(3, 20 9.26
P® 2 @, /3, 20) (9.26)
Protoze K, = KT, , dogtédvame T, =0.62 sec. a mazeme zvolit napt. t =T, /10 = 0.062sec.

Pro simulaci pouZzijeme strukturu PID regulétoru s derivacni a proporciondlni slozkou odvozenou
od regulované veli¢iny (vystupu systému):

4.85 2
] . [
= - 240 Ao+ 1
Step1 Transfer Fen Transfer Feni Seope
2 Q6
3in Transfer Fon2
0.0682=+1

1
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K
Fs(p)—-
s(P) 0

= !
1+F(p) Fe(p)
Prechodova charakteristika uzaviené regulacni smycky vyhovuje zadanym poZadavkam:

Vaimnéme si, Ze prenos uzaviené smyeky je v této strukture F,,, (p)

Step Responze

Amplitude

Bode Diagram
Gm = Inf dB (&t Inf radfzec) , Pm =582 deg (&t 5.69 radizec)

fagnitude (dB)

] I LU I LU I III:IIIII I I I T T

-50

Phase (deg)

180 o
10

Simulace skokové odezvy s diskretizovanym spojitym PID regulétorem:
Zvolime krétkou periodu vzorkovani: T = 0.05 sec.

2
Pro Ggdy simulace uréime diskréni mode spojitého systému F =
y spojitého sy s(p) T 0apil
. + 0.
s tvarovatem nultého radu:  Fg(z) = 0 (2)024832 0.002466
z--1.978z+0.9802
Navrzeny spojity PID reguldtor s prenosem F,(p) =K +ﬁ +M =474+ 4.85 + 2.96p
p tp+l p 0.062p+1
+ -
diskretizujeme lichobéznikovou aproximaci (Tustin): F(z) =4.74+ 0.1213+0.1213 + 34.022- 34.02
z-1 z- 0.4253
I 0. A212=+0.1212 T ’@ - 0.002422=+0.002456 - |:|
z1 21 B78z+0 BE0Z2
Step Discrate Discrate Seope
Transfer Fen ] 3402234021 |pizcrete Transter Fond
A Gain 0 4257 Transfer Fenz
A

Pri simulaci skokové odezvy zjistime shodu v prabéhu spojité a diskréni prechodové charakteristiky
uzaviené regulacni smycky.



9.4. Navrh dynamickych regulatora dle pozadovaného umisténi pola (nul)
uzavienéregulaéni smy¢ky

Budeme analyzovat problém umistitelnosti pola a nul dynamickymi reguldtory sohledem na

poZadovany tvar prenosu uzaviené regulacni smycky. Uvedeme pouze spojitou verzi, diskrétni

verze je analogicka

Umistitelnost pdliz a nul obecnym dynamickym regulatorem s jednim stupném volnosti (1DoF)
UvaZzujme spojity pirenos systému n-tého fadu

_Y() _ bp"'+..+bp+h, _b(p) _
F.(p) = = = , sa(p)=n,stb(p)En-1 (9.27

a obecny dynamicky regulator m-tého fadu s prenosem
VP _ P+ tdprdy D) g g =g op=m  (929)

Fr(p) = = = )
TTUE() pUHC, P Htepte  c(p)
ktery obsahuje 2m+1 nastavitelnych parametra q ={ d,,d,,...d;¢,,C,,..C,, , } -

Prenos uzaviené regula¢ni smyc¢ky s 1DoF regulatorem matvar
F,.(p) = Y(p) _ Fs(P)F:(P) _ b(p)d(p) _b(pa) (9.29)
W(p) 1+Fs(p)Fe(p) a(p)c(p)+b(p)d(p) a,(p.q)
a,(p,q) je charakteristicky polynom uzaviené smycky, st a,(p,g) =n+m, st b,(p,q) £n- 1+m

Navrhnéme dynamicky regulétor tak, aby uzaviena regula¢ni smycka méla poZzadované umisténi
poli p’, i=1...n+m, které vyjadiime poZzadovanym tvarem charakteristického polynomu
uzaviené regulacni smyeky a (p)

a,(0)=0(p- p)=p""+a)n.p
i=1
Hledejme odpoveéd’ natii otazky:
1/ Jakého r&du m musi byt regulator pro poZzadované umisténi polia?
2/ Jaké jsou podminky reSitelnosti ajak Ize algoritmizovat navrh regulatoru?
3/ Jaké jsou omezeni na volbu poZadovaného tvaru pienosu uzaviené regulacni smycky, resp. na
umistitelnost nul uzavicené regulacni smycky ?

n+m-1

+..+a p+a (9.30)

ad 1/ Porovnanim a,(p,q) = a,(p) dostaneme n+m rovnic pro 2m+1 neznamych parametra
reguléoru. Parametry regulétoru |ze jednoznacné urcit pii m=n- 1 (minimalni 7/ad reguléatoru).
Pro libovolné umisteni pdlii systému n-tého 7adu staci dynamicky regulator 7adu n- 1.
Uzaviena regulacni smycka ma prenos /adun+ m= 2n—1 a je nutné umistit 2n— 1 poli.

ad 2/ Je-li specifikovan charakteristicky polynom uzaviené regulaéni smyeky a’(p), hledané
polynomy regulé&oru d(p),c(p)uré¢ime ieSenim polynomidlni Diofantické rovnice:

a(p)c(p) +b(p)d(p) =a,(p) (9.31)
ga(p)=n, ¢b(p)En-1, ga(p)=2n-1, sc(p)=sd(p)=n-1

Véta 9-1: (Diofanticka rovnice)

Diofanticka rovnice ma 7eSeni tehdy a jen tehdy, kdyz polynomy a(p),b(p) jsou nesoudélné nebo

jejich nejvetsi spolecny delitel déli a (p).

Obecne ma Diofanticka rovnice nekonecné mnoho 7eSeni, jednoznacné 7eSeni existuje, jestlize
ste(p) < stb(p) nebo std(p)< st a(p)....... spineno pro minimalni #ad regulatoru m = n-1.
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Poznamky k podminkam 7eSitelnosti Diofantické rovnice.

1/ a(p),b(p) jsou soudélné ® existuje jejich nejvétsi spolecny délitel g(p) = n.s.d. (a( p),b( p)).

Potom a(p) = a,(P)g(p), b(p) =b,(P)g(p), pricemz polynomy a,(p).b, (p)jsou jiz
nesoudélné n.s.d.(a,(p).b,(p))=1.

Dosazenim do Diofantické rovnice vidime, Ze nejvétsi spolecny delitel musi dglit a (p):

a,(p) _ -
g(p) azO(p)

ProtoZe g(p) = n.s.d. (a(p),b(p)), musi také existovat polynomy r(p),s( p) takové, Ze

a(p)r(p) +b(p)s(p) = 9(p)
ze soudiInosti a(p),b( p) vyplyva dilitelnost rovniceg( p), pti nesoudgInosti je g(p) = 1.

3 Co a, . N .
Po nasobeni rovnice vyrazem 2.(p) =a,,(p) dostaneme Diofantickou rovnici ve tvaru

(p)
a(p)r(p)as,(p)+b(p)s(p)a,(p)=a,(p) s feSenim c(p)=r(p)a,(p), d(p)=s(p)a,(p)

2, (p)c(p) +by(P)d(P)]a(p) = a,(p)  resp. a,(p)c(p) +b,(P)d(p) =

kkhkkkkhkkkhkhkkhkhkhkhkkhkhkkhkkhkkhkkkkx

2/ a(p),b(p) jsou nesoudéné ® nejvatsi spolecny dslitel g(p) = n.s.d.(a(p),b(p))= 1.
Potom existuji polynomy r(p),s(p) takove, ze

a(p)r(p)tb(p)s(p) =1 ..... (Bezoutovarovnice)
Po nasobeni rovnice a_ (p) dostaneme Diofantickou rovnici ve tvaru

a(p)r(p)a (p)+b(p)s(p)a,(p)=a,(p) sieSenim  c(p)=r(p)a,(p), d(p)=s(p)a,(p)

kkhkkkkhkkkhkhkkhkkhkhhkkhkhkkhkhkkikkkkx

Pokud mé Diofantick& rovnice ieSeni, ma jich nekone¢né mnoho — oviem bez omezeni na iad
regulétoru, tj. pro libovolné stupné polynomaz d(p),c(p)!

Necht’” d(p),c(p) oznatuje n¢jaké reSeni Diofantické rovnice a d(p),c(p) jeji obecné feSeni.
Platitedy  a(p)c(p) +b(p)d(p) =a,(p) a a(p)C(p)+b(p)d(p)=a,(p)

Odectenim rovnic dostaneme (pti vynechani oznaceni proménné p):

a(C- ¢)+b(d- d)=0 nebo g[a, (8- c)+h,(d- d)]=0, g1 0 ® .

Neni-li omezen stupesi polynoms regulatoru, naznacena délitelnost polynomy a,,b, implikuje
existenci libovolného polynomu h(p) a obecné #eSeni Diofantické rovnice je dano vztahy
c(p) =c(p)- by(p)h(p) , d(p) =d(p)+a,(P)h(p) (9.32)

Algoritmizace FeSeni Diofantické rovnice

ReZeni d(p),c(p) Diofantické rovnice a(p)c(p) +b(p)d(p) =a,(p) pro dany systém
F(p)= nhq_lp”'ln-_l-l...+blp+b0 mdmpm+m._.i+d1p+d0 |
p-t+a.,p " t..tapta pr+C P " F..tCPHC,
pii poZadovaném umisténi pdlt uzaviené regulagni smycky p-

aregulator F(p) = m=n-1

ngn

2, (=0 (p- p/)=p™™+al,..p"" +..+a ptay,
i=1

Ize ur¢it porovnanim vyrazt u stejnych mocnin proménné p v Diofantické rovnici.

n+m-1
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Porovnanim dostaneme n+m rovnic pro n+m=2m+1 parametri reguldoru {c,...C,, ;,dq,...d,} ,

nebot’ pro dynamicky regulator minimalniho i#adu plati m=n- 1.
Diofantickou rovnici |ze pievést do maticového tvaru

éa, 0 O L L b O 0 LgéGgu é a U
é jé . u € U
g & O L L b b O ljécllj§ a u
SRR I
éM 1 1 L L M 1 1 LueM G § 1 u
gan-l a,, M b, N N ﬂgcm 13_2 a,, 3 , (9.33)
é 1 a,., 4., 0 bn-l ué do ua é am 9, u
é uéq u é 1
éo 1 an-l U 0 lflédllfl éam+1 al l]
éll 0 1 M uellh a é M u
= X . i
8M 1 I Hgde Emin-1 ~ anlu

pricemz ¢tvercova matice, sestavend z parametrii systému marozmer (m+n)x(m+n).

Lze dokazat, Ze matice je regularni pri nesoudelnosti systémowvych polynome: a( p), b(p) .

V matici je prvnich m sloupct vytvéieno z koeficientii polynomu jmenovatele prenosu systému,
dalSich n sloupci je vytvéreno z koeficienti polynomu citatele.

Hledané parametry regulédtoru urc¢ime feSenim této maticové algebraické rovnice.

Jako priklad miZzeme uvést ndvrh dynamického reguldtoru z odstavce 7.10, kde byla zkouména
integralni omezeni na dosazitelnou kvalitu regulace:

Piiklad 7.5 (nestabilni pdl-pieregul ovani):

Y(p) _ pt+t2 _ p+2 _ bp+th
U(p) p(p-1) p*-p p°+ap+a
U(p) _dp+d,
E(p) p+q

Pozadované umisténi pdli p;zl3 = - 1 determinuje pozadovany tvar charakterigtickénho polynomu 3. stupng:

Prenos fizeného systému jedrunénotadu (n=2): F(p) =

Pro umisténi pdli pouZijeme dynamicky reguldtor 1. tadu (m=n- 1=1). F,(p) =

n+m:3 * * * *
a,(p)= O (p- p)=(p+1)’=p*+3p*+3p+1=p’+a,p’ +a, p+4,
i=1
Parametry regulétoru uré¢ime feSenim maticové algebraickeé rovnice (9.33) -
é, b Ouecou e a, u é0 2 Ouéc,u élu &G, U e1833u
é ué e Uué, u_é& é,u_=e U
§ai by bouedou ea1 aou ® 11 2uedou gsu OIOu e05
g1 0 hpgdy &-aj 61 0 1ged.f e4d ed,§ &2.166¢
U(p) _d,p+td, _2.166p+0.5
E(p) p+c, p+1.833
ad 3/ 1DoF regulator, navrzeny dle poZadavku na umisténi polt, neumoziuje nezavidé umisténi
nul uzaviené regulacni smycky. Ty jsou v polynomu b,(p) fixovany jednak nulami fizeného
systému a jednak nulami, které zavedl regulator :
Y F<(p)F b(p)d b,
F,u(p) = (p) _ Fs(PFe(P) _ (p)d(p) - b.(p) (9.34)
W(p) 1+Fs(p)Fe(p) a(p)e(p) +b(p)d(p) a,(p)
Jedinou variantou, jak lze ¢astecné ovlivnit umisténi nul uzaviené regulaéni smycky, je moznost
navrhnout 1DoF regulator tak, Ze zpasobi vykraceni stabilnich nul fizeného systému viici stabilnim
polum charakteristického polynomu uzaviené regulacni smycky a, (p).

Regul&tor pro pozadované umisteni poli: Fo(p) =

57



To znamend, Ze stabilni nuly musi byt soucasti poZzadovaného umisténi pohi - musi byt obsazeny

v pozadovaném tvaru charakteristického polynomu a_ (p) .

Rozlozime ,nulovy“ polynom systému b( p)na soucin polynomi se stabilnimi a nestabilnimi

nulami b(p) =b*(p)b” (p) aupravime poZadovany tvar charakteristického polynomu &, (p)
a,(p) =a,(pb*(p), Sa(p)=s g (p) +sb’(p)=2n-1 (9.35)

ReSenim Diofantické rovnice
a(p)e(p) +b(p)d(p) =a, (p)b* (p) (9.36)

ur&ime polynomy reguldoru d(p),c(p) takové, Ze charakteristicky polynom uzaviené regulagni
smycky a,(p) =a(p)c(p) +b(p)d(p) obsahuje jednak pély &, (p) a teké pdly b (p), které se
vykréti se stabilnimi nulami polynomu b(p) v ¢itateli prenosu uzaviené regulaéni smycky.
Vysledny pienos uzaviené regulacni smycky bude

F (p) =Y o F(PFa(p) b (P (P)(P) _ D" (P)A(p) (0:37)

| W(p) 1+Fs(p)Fe(p) a(p)e(p)+b(p)d(p) &, (p)

Volba poZadovaného umisténi pdli v prenosu uzaviené regulacni smycky F,, (p) je pri poudti

1DoF regul&toru minimalniho 7adu omezena poZadavkem st a_ (p) = 2n — 1.

Pokud nedopustime kraceni, je umisteni nul v prenosu uzaviené regulacni smycky F,, (p)
fixovano nulami systému a nulami regulatoru.

Pripustime-li kraceni stabilnich nul wvic¢i pdliim charakteristického polynomu uzavi-ené regulacni
smycky a,(p), zachované poly v uzavrené regulachi smycce muzeme povazovat za pozadované
poly reprezentované polynomem @, (p) , ktery je niziho stupné nez a (p), viz (9.35).

Nuly jsou pouze redukovany a jgjich umisteni nelze ovlivnit nezavide na umisteni pdlii.

Poznamka: Pokud se neomezime na minimalni r&d regulatoru, stejné umisténi péla v uzaviené
regulaéni smycce lze docilit nekone¢né mnoha reguldtory, které uréime z obecného ieSeni
Diofantické rovnice (9.32).

Umigtitelnost pdla a nul obecnym dynamickym regulatorem se dvéma stupni volnosti (2DoF)
Analyzujme nyni problém umistitelnosti poli a nul s pouzitim obecného dynamického reguléatoru
se dvéma stupni volnosti (2DoF regulétor), ktery byl zminén ve 4. kapitole.

Blokové schémareg. obvodu s 2DoF w
regul&torem — ekvivalentni varianty — | at(p)
c(p)

w y y
_| at(p) _ d(p) b(p) > d(p) b(p) .
d(p) c(p) a(p) c(p) a(p)

u
Predpoklady:

a(p),b(p) jsou nesoudélné polynomy, st a(p) =n, st b(p)£n-1
regulétor je minimélniho 7adu, st d(p) =st ¢(p) =n-1

t(p) je libovolny, stabilni monicky polynom

st t(p) £ st d(p), a jekoeficient pro korekci zesileni.
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Ze schéma vidime, Ze 2DoF regulétor generuje tizeni, sestévajici z primovazebni (kompenzacni) a
Zpétnovazebni sloZky. Jeho L-obraz U (p) je u obou variant realizace regulatoru dan vyrazem

U (p) =2 Py (p) - APy (9.38)
) )

Prenos uzavicené regulacni smyc¢ky u obou variant reguldtoru ma shodny tvar
Y at(p)b b
E (=P (Pb(p)  _by(p) (©0:30)
W(p) a(p)c(p) +b(p)d(p) a,(p)

Porovnanim s 1DoF reguldtorem (9.29) vidime, Ze charakteristické polynomy uzaviené regulacni
smy¢ky a,(p)jsou shodné nyni je v3ak v citateli prenosu nahrazen polynom regulétoru
d( p) libovolnym stabilnim monickym polynomem t(p), st t(p) £ st d(p).

kkhkkkkkkkhkhkkkkhkhkkhkkkkx

Formulujeme-li Ulohu umigtitelnosti  pola, je nutné opét specifikovat pozadovany tvar
charakteristického polynomu a (p), st a,(p)=2n—1.

Polynomy regulé&oru d(p),c(p) uréime teSenim Diofantické rovnice (9.31), (9.33).

Volbou polynomu t(p) lze zavést libovolné nuly do b, (p), pokud v3ak tizeny systém ma nuly,
zistavaji zachovany. PoZzadované umisténi nul by muselo tuto skutecnost respektovat.

khkkkkkkkhkhkkkkhkkhkhkhkhkx*kx
Pripustime-li kraceni stabilnich nul vici pélam uzaviené smycky, nabizi se dvé varianty navrhu
2DoF regulétoru:
1/ kréceni stabilniho polynomu b* (p) viiéi a,(p)

2/ kréaceni libovolného stabilniho polynomu t(p) viiéi a,(p)

V obou piipadech je nutné zahrnout stabilni nuly, které maji byt vykréaceny, do poZadovaného
tvaru charakteristického polynomu uzaviené smyceky a (p)
U a(p) =2 (pb"(p) 2/ a,(p) = & (P)t(p)
pricemz musi platit st a (p)=st a, (p)+st(b*(p) Ut(p)) = 2n-1
avyresit prislusnou Diofantickou rovnici.

V prvni varianté bude mit prenos uzaviené regulatni smycky tvar (po vykréceni):
at(p)b’ (p)b at(p)b (p) & b, (p) 0
E ()= 2P (PO () __at(p)b (p) 3 ()0 0)
a(p)c(p) +b(p)d(p) a,(p) a,(p) g
Pokud méa systém vdechny nuly stabilni, Ize docilit libovolné umisteni pdli: a, (p),
g a (p) =2n-1- st b(p) a libovolné umisteni nul b, (p) =t(p), st b, (p) £ st d(p).

Ve druhé varianté bude mit prenos uzaviené regula¢ni smycky tvar (po vykraceni):
F,(p) =——2UPB(R) ____ab(p) & b, (p) 0 (9.41)
a(p)c(p) +b(p)d(p) & (p) & a(P)g
Vamneme si, Ze pri libovolné volbe t(p), st t(p) £ d(p) dostavame stejné prenosy F, ,(p)!!
Whbeérem t(p) |ze vSak nezavide ovlivnit napr. potlaceni vystupni poruchy v(t), nebor’ ke kazdému
t(p) urcime jinou dvojici polynomi d(p),c(p), ovliviaujici pribeh citlivostni funkce S(jw) - viz
(7.22) a nadedujici priklad.
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Piiklad 9.4:

K danému nestabilnimu systému s prenosem F¢(p) = 3 = b(p) navrhnéte 2DoF regulétor pro tii vybéry
p(p-1) a(p)
kompenzagniho polynomu & t(p) = p+0.2 b t(p)=p+2 o t(p)=p+20 tak, aby prenos uzaviené
regulacni smycky byl F, _(p) = 244
C - .
o p? +24p+2.44

% systém je druhého fadu a pozZadujeme zménu pdli, bude zpétnovazebni ¢ast dynamického reguldtoru popsana
d,p+d, _d(p) at(p)

p+c,  c(p) d(p)
Charakteristicky polynom uzaviené smycky a, () je tretiho stupné a pozadovany tvar charakteristického polynomu
druhého stupné ziskédme po kréaceni (9.41).

prenosem prvniho tadu @ FL(p) =

a primovazebni ¢ast prenosem: F (p) =

Polozime & (p) =a, (p)t(p) = (p® +2.4p+ 2.44)t(p) a pro zvolena t( p) urcime iedeni diofantické rovnice
P(p- D(p+C,) +3(d;p+dy) = (p* +2.4p+2.44)t(p) .

Prot(p) = p+0.2 jeieseni: d(p)=217p+0.163, c(p)=p+3.6

Pot(p) = p+2 jeieseni : d(p)=4.21p+163, c(p)=p+54

Prot(p) = p+20 jeteseni:  d(p) =24.61p+16.26, c(p)=p+234

Korekci statického zesilenia uréimepodie (9.41): " t(p) musi platit 3a =2.44 b a =0.813

- N o " ey = 2Uwie(iw)
Priibhy logaritmickych amplitudovych frekvencnich charakteristik | S(jw)| R T TR
a'Z ( JW) dB
IS(wilds 4
Bode Diagram
o
% 20 tipi=p+20 i
E" s tpi=p+2 i
=
-60 |- tipi=p+0.2 |
107 107" 10° 10’ 107 radisec

Z prabht |S(jW)| 4 distime Ze vétsi potlaceni nizkofrekvencnich poruch nastéva pri vySSi hodnoté stabilni nuly

zavedené kompenzacnim polynomem t(p).

Prechodové charakteristiky jsou pro vechny tii piipady shodné.
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1.2+ -
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T
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9.5. Mnozina stabilizujicich regulétor, afinni parametrizace

V dalSim se budeme zabyvat ndvrhem stabilizujicich regulator:, které vyuzivaji inverzni model
rizeného systému a ukézeme, Ze |ze nalézt Gplnou mnoZzinu takovych regulatort.

Budeme prozatim predpokléadat, Ze ftizeny systém je stabilni, minimalné-fazovy a Zze nominalni
model fizeného systému je popsan striktne ryz (relativni 7ad 2 1) prrenosovou funkei Fg(p) .

Pro dalSi motivaci si nejprve viimneme regula¢niho obvodu s proporciondnim regulatorem

s vysokym zesilenim K:

v

w €
Gv —@Q— K Fs(p)
T y
Uké&Zzeme, Ze regulacni obvod s proporciondnim regulatorem a jednotkovou zpétnou vazbou

odpovida pii K ® ¥ primovazebnimu regulaénimu obvodu, kde regulétor je inverzi prenosu
Fizeného systému. Schéma prekreslime do ekvivalentni struktury

y

v

Gw »( 2 ) ——p K FS(p)

L y

Fs(p)
N ] KFs(p)

Pro obé schémata plati : F =S5 9.42

p yw(P) 1+ KF.(p) (9.42)
Druhé schéma prekreslime zavedenim , piimovazebniho reguldtoru” R(p) = __K__.

1+KFs(p)
W u
G, R(p) Fs(p) .y

Pii K® ¥ seprenosreguldtoru R(p) rovna“ exaktni inverzi“ prrenosu 7izeného systému

. T K _ -1

lim R(p) —Ll(gQTFS(p)—gFS(p)H (9.43)
Prenos uzavicené regulacni smycky je v té&to struktuie vyjédien sou¢inem pirenosu systému
aprenosu , piimovazebniho regulétoru* : F,,,(p) = Fs (p)R(p).

-1

Pi K® ¥ bychom dostali F,,(p)=Fs(p)éFs(p)f =1, coz by zfrekvencniho pohledu

znamenalo Zadouci jednotkové zesileni frekvencniho prenosu uzaviené regulacni smycky pro
véechny frekvence w,wi [0,¥) a také nulové zesileni vystupnich harmonickych poruch (soucet
citlivostni a komplementarni citlivostni funkce je 1).

To jsou sice idedlni, ale nerealizovatelné pozadavky, at’ jiz z divodu poZadavku na K ® ¥ nebo
obracené, z poZadavku na regulator, ktery by mél byt “exaktni inverzi* prenosu fizeného systému.
Presto se budeme touto ideou zabyvat a ukédZzeme, Ze za cenu ndhrady “exaktni inverze* néjakou
»aproximovanou inverzi“ lze ur¢it parametrizovanou mnozinu vdech stabilizujicich regulatorii.
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Primovazebni requlaéni obvod se stabilnim systémem:
Prenos od referencniho signdlu w(t) naregulovany vystup je
Primovazebni regulator R(p) je vzhledemk F,  (p) v linearnim vztahu!
F,(P) bude stabilni pro libovolny stabilni regulédtor R(p) sryz prenosovou funkef.
Pri ,presném fizeni* by mélo byt F ,(jw)=1 v poZadovaném frekvencnim pasmu.
To Ize splnit, jestlize v tomto frekvenenim pasmu bude piimovazebni reguldtor R( jw)

Lexaktni inverzi“ prenosu systému R( jw) :[Fs(jw)]'l.
ProtoZe ,exaktni inverze* prenosu systému nebude ryzim pienosem, je nutna jeji modifikace
tvarovacim filtrem F, (p) svolnymi parametry, které umozni docilit poZadovany prenos F,,(jw)

R(P)=Fo(P) [F(P] " ® F,.(P)=Fs(PR(P)=Fs(p)Fo(P)&Fs(P) =Fo(p)  (9.45)

Zpétnovazebni regulaéni obvod sregulatorem 1DoF:
Prenos od referencniho signalu w(t) naregulovany vystup je

_ F(p)F(p)
Fy,w( ) - 1+ FS( p) FR ( p) (946)

v

G | g Fulm) X0
t y

Zpstnovazebni reguldtor F.(p) je vzhledemk F,,(jw) v nelinedrnim vztahu!

Parametrizace stabilizujicich regulétori (Youla-Kugera) - stabilni systémy
Porovndnim pienosi F,,(p) v piimovazebnim fizeni (9.44) a zpstnovazebnim fizeni (9.46)
dostavdme vzgemné vztahy mezi piimovazebnim a zpétnovazebnim reguléorem:
Fe(P) R(p)
R(p)= R resp. Fo(p)= ———L— (9.47)
(P)=5 Fs(P)F=(p) (P)= 1 Fs(PR(p)
Zpétnovazebni regulator F,(p) je parametrizovan piimovazebnim regulatorem

R(p)=F,(p)[Fs(p)] " a definuje parametrizovanou mnoZnu viech zpétnovazebnich
stabilizujicich regulétoriz Fo(p) pro stabilni systém F(p).

Zpétnovazebni reguldtor F(p) zaruéi pro libovolnou stabilni ryzi prenosovou funkci R(p) a
stabilni Fg(p) vnitini stabilitu regulac¢niho obvodu , tj. stabilitu 4 prenosii:

Fs(P)Fx(p)

QP)° Fyu(P) =1 - OE.( F(p)R(p) (komplementarni citlivostni funkce)
S(0)° B9 = 1 ;)FR Oha Q(p)=1- F.(p)R(p) (citlivostni furkce)

P e FF(FE)FI):) - R

0= e oD = S()F (B) =12 (B)R(D)IF (P (049

62



Ptimovazebni reguldtor R(p) navrhujeme pro nomindlni model F(p) redlného 7izeného systému

S fizeni v&ak redlizujeme ve zpétnovazebni struktuie regulaéniho obvodu zpétnovazebnim
reguldorem F,(p). Pro stabilni systémy Ize krom¢ zpétnovazebniho regulacniho obvodu také

pouZit strukturu 7izeni s vnitFnim modelem systému:

g € u Redlny fzeny sysiém v y
G |l RO dOEG) B .
A
Z
FS(p) »

Pokud by nominalini model Fg(p) byl presnym modelem realného iizeného systému (I%S ( p)) ,
prenos v primé vétvi by odpovidal prenosu uzaviené regulacni smyeky F,, (p) a v piipadg
nulovych poruch v, z by zpétna vazba byla nulova...

Rekapitulace:
Primovazebni regul ator R( p) je definovan jako exaktni inverze prenosu 7izeného systému R( p) :[ Fs( p)]-l.

Protoze R( p)mé byt ryzi prenosova funkce, korigujeme inverzi prenosu [Fs(p)]'ltvarovacim filtrem F, ( p)

s nastavitelnymi parametry, které urcéujeme z poZzadavkii na prenos uzaviené regulacni smycky.
Regulétor R( p), jako , exaktni inverze* prenosu rizeného systému, je tak nahrazen ,, aproximovanou inverz*

R(p)=Fy(p) [Fs(p)] ™ (9.49)

Rizeni je realizovano parametrizovanym stabilizujicim zpetnovazebnim regulatorem Fy ( p), v pripade stabilnich

systémii | ze pouzit strukturu® 7izeni s vnit/nim modelem systému® (viz dale).
Tento pristup |ze rozsirit na systémy vySSiho adu, systémy s dopravnim zpozdenim a také na nestabilni systémy.

Parametrizovany stabilizujici zpétnovazebni regul ator pro stabilni aperiodicky systém 1. 7adu

o . K . - .
Navrhnédme k iizenému systému Fs(p):_l_—+1 parametrizovanou mnoZinu zpétnovazebnich
p

stabilizujicich regulétora Fy(p)= %
"~ Ts

- pouze s jednim volnym parametrem a .

, parametrizovanouR(p)=F, (p) [Fs(p)] -

1. Zvolme nejjednodussi F, (p) = il

1 pT+1_ pT+1
ap+l K  K(ap+i)
3. Parametrizovand mnoZina zpétnovazebnich stabilizujicich regulétoru:

pT +1

F.(p)= R(p)  _ K(ap+y _pT+1_ T 1

2. Primovazebni regulétor: R(p)=F,(p) [Fs(p)] " =

"L FR(pR(p) . K PT+L  Kap Ka Kap
pT +1K (a p+1)
Jedna se o Pl regulétor, parametrizovany parametrem a .
Nastaveni parametru a je v piimém vztahu k poZadované kvalité regula¢niho procesu.
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Pro pienos referencniho signdlu na vystup v uzaviené smycce (komplementarni citlivostni funkce
Q( p)) dostaneme

Fs(P)F(P) K  pT+l 1

° F, . (p)=—="—B L _=F (p)R(p)= Fo(p)= =

QP ® Fy(P) 1+Fs(p)F(p) s(P)R(p)= Fo(P) pT+1 K(ap+l) ap+l

Parametr a |ze urcit napi. z pozadované doby regulace, ale také by mohl byt uréen z poZadavku
na potlageni vystupni poruchy, tj. pozadavkem na priib¢h na citlivostni funkce S(p)=1- Q(p)

apod.

Parametrizovany stabilizujici zpétnovazebni regulator pro stabilni kmitavy systém 1. 7adu :

Navrhnéme k fizenému systému F,(p) = parametrizovanou mnozinu zpétno-

p* + 2w, p+w;
vazebnich stabilizujicich regultori F(p)= &
1- Fs(PR(p)

parametrizovanou R(p)=F, (p) [Fs(p)] "

1/ Pro zgjidteni ryzosti R(p), zvolme F,(p) = svolnymi parametry a,,a, .

a,p’+a,p+1

i 2+ 2XwW_p+w?
2/ Ptimovazebni regulétor: R(p)=F, F =P n n
e (P)=Fo(p) [Fs(p)] Ks(azp2+alp+1)
3/ Parametrizovana mnoZina zpétnovazebnich stabilizujicich regulétori:
p° + 2w, p+w;
F.(p)= R(p) _ Ks(a2p2+a1p+1) _ P’ 2w, prw;
P LR R() 1 K, P* + 2w, p+wy 6

- Ka p%;z p+1
p2+2anp+Wf Ks(a2p2+a1p+1) o 831 2

Prenos F,(p) odpovida PID regulédoru s prenosem

. Kob _ (Kt +Kp) p* +(K+Kt) p+K,

t p+l p(t p+1)

Fop) =K+t
p

Porovnanim obou pienosi uréime parametry PID regulétoru:

2 2 2 2
K = 2WA, - B W, _ W, K, _a; - 2w,aa, +aw, D
’ | ’ ’
Ka; Ka, Ka, a,

MnoZzina v&ech stabilizujicich PID regulétort je parametrizovana parametry a,,a, a mazeme je
uréit napt. z poZadavku natvar pienosu uzaviene regulacni smycky

1

o — FS(p)FR(p) = = = L = ;2
AP Bl e (oar (g e PIRPI Rl pr+2ipse L
a, a,

PoZadovany tvar prenosu uzaviené regulacni smycky jako kmitavého systému druhého féadu
zapiseme v obvyklém tvaru pomoci relativniho initele tlumeni x™ a netlumené frekvence w;,

1
- *2 *
a w, 1 2X
Fy,W(p) = 2 = 2 * n* *D az = *2 1 al = *
p2+i p+i p +2X Wnp+Wn W, W,
aZ aZ



Nyni miZeme pouzit napi. znamé vztahy pro pozadovanou dobu regulace T, a maximani
preregulovani s, a ur¢it pozadovand w, a x . Ztéchto velicin uréime odpovidajici hodnotu
parametra a,,a, apo jejich dosazeni do parametri PID reguléoru ziskame jeho pienos.

Pi#iklad 9.5 (steiné zadani jako v Prikladu 9.3):
K 2

- p° + 2XW, p+w? ) p°+0.4p+1

stabilizujicich zpetnovazebnich regulators FR(p): TE(oR(D) FF\;(pg))R( p)
- Ts

R( p) =F, ( p) [ Fs( p)] “tak, aby prechodova charakteristika uzaviené regulacni smycky vykazovala:

K systému s prenosem FS ( p) navrhnéte parametrizovanou mnoznu

, parametrizovanou

Maximalni preregulovani .............. S = 0.1 (10%)
Dobu regulace (tolerance £1%j)........ T . £5sec.

1

1/ zvolme F, =—
P =

svolnymi parametry @,,a,.

, N P 2wW, pwy
2/ Primovazebni regulétor: R( p): F ( p) [Fs(p)] = <. (azpz +a1p+1)
3/ Parametrizovana mnozina zpétnovazebnich stabilizujicich regul &ori:
p° + 2w, p+w,
E (p): R(p) — Ks(a2p2+a1p+1) _ p2+2XWnp+W§
R 1- Fs(p)R(p) 1 K, p? +2Xxw, p+w? Ks(a2p2+a1p)

PP 2w, prwE K, (a2p2 +a1p+1)

Parametrizované prenosy F(p) odpovidaji PID regulétoru
K, KoP _ (Kt +Kp) p* +(K+Kit) p+K,

F =K+—
=(P) p tp+l p(t p+1)
Z porovnani obou prenosi dostavame vztahy pro vypocet parametrii PID regul&oru
2 2 2 2
K2 2WR - AW, W, K =i 2w,aa, +aw’ (22
2 ’ | ’ D 3 ’
Ksal Ksal Ksal al

Konkreétni hodnoty parametra a,,a, uré¢ime z pozadovaného tvaru pienosu uzavicené regulaéni smyc¢ky

1

: Fs(P)Fe(P) 1 2,

F =—S3 R =F R(p)=F = = -
y’W(p) 1+ Fs(p)FR(p) s(p) (p) Q(p) a2p2+alp+1 p2+ip+i
a, a,

Pozadovany tvar pienosu uzaviené regulaéni smyeky (° prenos tvarovaciho filtru FQ ( p))

zapiSeme v obvyklém tvaru pomoci pozZadovaného relativniho ¢initele tlumeni X " anetlumené frekvence W; .

1
* a W*2 1 &*
F W(p)o F p = 2 = * n* * ’ a = *0 1 a :_*
Y, Q( ) p2+i p+i p2+2x Wnp+Wn2 2 an 1 W,
aZ aZ
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Nyni pouzijeme zndmé vztahy pro poZadovanou dobu regulace Trag a maximéani preregulovani S a urcime

pozadované W, a X :

Ins . In0.1
x"3 D _|= B___ =|_10'2733§39|:0'591’ w3 ;‘—'6=4—'6=1.53rad/sec.
.. . . X ieg1o%
\/1+aéns mac 8 \/1+eén0.12 eg 1%
& p o Ep o
Zvolime X" =0.6 a W, =1.6rad /sec.
. L ‘ a :
Vypoctem dostaneme: &, :ZX* :1—220.75, a2=%=i=0.39, t =2 :@20.52
w, 16 w.= 256 a, 075
Parametry a; ,a 2 dosadime do parametru regulaoru PID :
o2 2 2 o ta2
K =2Wdi- 3 _ 08 K = Y 0666, K, =3 2V AW gy
Ka, Ka, Ka;
Vysedny prenosPID reguldtoru:  Fi(p) =K +ﬁ+M =-0.08+ Qi + 0.664p
p tp+l p 0.52p+1
- 0.G66G

Transfer Fon

> z | .
| -0.070972 240, 4+
Transfer Fonl Seope

Stepi

zaini

0.7032s

0.52z+1

Transfer FonZ

Oprava: v blokovém schéma je chybné uveden koeficient v derivacni sloZce (spravné 0.664</(0.52s+1))

Prechodova charakteristika uzaviené regulacni smycky vyhovuje zadanym pozadavkam:

Step Response

T T T T T
' '
' '
I ! E LR T e bt EEE LR R PR TP —
'
I
............ yrmmmmsEEEEEETYT
'
'
B -1 AR R ol Lo immm e Lo R, domie i meeoo o —
= 1
= '
= O Y DUVt S _
E '
'
-------------------------------------------------------------------------------- —
'
'
'
i
| | |
3 4 a2 =3

Daéle je Zadouci analyzovat: bezpetnost v zesileni a ve fazi, pribeh citlivostni a komplementéarni citlivostni funkce a
pribéh GMK (viz ndvrh PID reguléoru — cvi¢eni LS2).
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Poznamky k robustnosti navrhu regulatoru pro kmitavy systém 1. 7adu :

Navrh regulatoru pro dabé tlumené systémy je obtizny ve smyslu dosazeni ur¢ité miry robustnosti
viiéi zménam parametri systému. Cim méné je systém tlumeny, tim vétSi je prevySeni na
rezonan¢ni frekvenci atato skute¢nost ptisobi obtiZe pii navrhu robustniho regulétoru.

Uvazujme realnou situaci, kdy na zakladé uréeného nomindniho modelu systému  F (p)

navrhujeme mnoZinu stabilizujicich reguldtord, které fidi rediny systém s prenosem K (p), ktery
oviem nezname (rozdilnost prenosit B (p) a Fg(p) miZe byt zpisobena napiiklad malou zménou
v hodnotéch parametrti).

Pro prenos uzaviené regulaini smycky s prenosem rediného fizeného systému B (p) plati

B (p)F=(p)

Fyu(P) = =F5(PR(P) (9.50)
1By (p)Fe(p) C
ov3em stim, Ze reguléator R(p) navrhujeme na zékladé znalosti nominalniho prenosu Fg(p)
R(p)=Fo(p) [Fs(p)]” (9.51)

Tuto skutecnost respektuje struktura s vnitinim modelem systému, kde prenos uzaviené smycky
matvar

F(PR(P) 050
1+ (p) - Fs(P)ER(p) 552
ze kterého plyne rovnost vztaht (9.50) a (9.52) pii H, (p)=Fs(p).

Fyu(P) =

Po dosazeni regulétoru (9.51) do (9.52) dostavame pro prenos uzaviené regulacni smycky

B (p)R(p) _ BRRY EF,
1+88 (p)- Fo(DR(P) 1+ 8- FofiFoFs® R +(1- Fy)Fe

Fyw(P) = (9.53)

Protoze by melo platit  F, ,(jw) =1 v relevantnim frekvencnim pasmu, vyplyva z (9.53), Zze
tvarovaci filtr F,(p) by mel byt uren tak, aby ve frekvenénim pasmu, kde je odchylka [ B (jw) -
Fs(jw)] mala bylo dosazeno F,(jw)=1.

Jinak teseno, |F,, (jw)| @ bude platit na téch frekvencich, kde |g1- Fo (jW) s jw)| je malé.

Parametrizace stabilizujicich regulétori (Youla-Kugera) - nestabilni systémy
P analyze vnit/ni stability regulachiho obvodu (viz LS1, odst. 4.2.) snestabilnim systémem
Fs(p) a s1DoF reguldtorem Fy(p) jsme ukézali, Ze se nelze , zbavit“ nestabilniho pélu systému
tim, Ze by byl vykracen odpovidgjici nestabilni nulou regulétoru. V pripadé kraceni by byl pienos
mezi poruchou na vstupu systému a vystupem uzavieného regula¢niho obvodu
£ (p=xtp)__ F(p)
yu(P) = =
U(p) 1+F(PF(P)
nestabilni, tzn., Ze vystup by byl pii pasobeni poruchy navstupu systému neomezeny.
Nestabilni pél tudiz musi bez kréceni piejit do prenosu oteviené smycky F, (p)=Fs(p)Fx(p)a

névrh zp&tnovazebniho reguldtoru F(p) potom zarugi vnit/ni stabilitu regulacniho obvodu.
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Uvazujme nestabilni systém F,(p) a zabyvejme se navrhem stabilizujicich zpétnovazebnich

R(p)

m, parametrizovanych regulatory R(p)=F,(p) [Fs(p)]'l_

regulatori F(p)=

Ptipometime, Ze ptimovazebni regulétory R(p) parametrizuiji i ctyti zakladni prenosy

AP)® (=12l B) = () (o ©54
SO FP)= ey =L QP =3 F(R)R(P) (955
FanlP) = 5 F;Ré)FQR ) = R(p) (9.56)
PP =17 FF(é)pF) o) = S(PIFs(P)=€- Fs(P)R(P)EF: (P) (957)

jgjichz stabilita zarucuje vnitini stabilitu regulacniho obvodu.

Z (9.54) vidime, Ze pienos uzaviené regulacni smycky je nestabilni, protoZe je také vyjadien
soucinem nestabilniho prenosu systému a piimovazebniho reguléoru F,,,(p) = Fs (p) R(p).
Nestabilni pdly je nutno odstranit zpienosu F,,(p) uzaviené regulacni smycky a jedinou
moznosti je zahrnuti nestabilnich pdli systému v podobé nestabilnich nul  do pifenosu
regulatoru R(p)!

Tento postup |ze pouZit pro odstranéni jakychkoliv nezadoucich pélu z pienosu uzaviené regulacni
smycky, tedy i stabilnich.

R
P7ipomeiime, Ze #izeni bude realizovano zpétnovazebnim regulatorem Fy (p)= %p?l)?(p)
- Ts

Zahrnutim nestabilnich péla v podobé nul do R(p) dojdek jejich vykréaceni:
v soucinu Fs(p)R(p), tj. v komplementarni citlivostni funkci Q( p), viz (9.54)
ve zpétnovazebnim regulatoru F.(p)
v citlivostni funkei S( p) (9.55).

Nestabilni pdly viak stale zistavaji v prenosu (9.57) mez vstupem a vystupem systému v uzavi-ené
regulacni smycce

Fru(P) =13 FF(é)pF) (o) = S(PIFs(P)=€- Fs(P)R(P)EF: (P)

Nestabilni poly je nutno odstranit i z pienosu (9.57) a jedinou moznosti je zahrnuti nestabilnich
pdli systému v podobé nestabilnich nul i do citlivostni funkce S(p) =[1- Fs(p)R(p)] , kde se

vykréti spoly Fs(p)-.
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Véta 9-2: (Omezeni pro wlouéeni nezadoucich poli)
Uvazujme nominalni zpétnovazebni fizeni s1DoF regulatorem a predpokladejme, Ze systém
obsahuje neZzédouci (stabilni ¢i nestabilni) poly.

Plati:
1/ VSechny ¢tyii prenosy vnitini stability (9.48) nebudou mit nezadouci poly tehdy a jen tehdy,

kdyZ prenos R(p) v reguldtoru F(p)= %

a/ R(p) jeryzi, stabilni a mé pouze zadouci pdly

bude vyhovovat omezenim:

b/ Jakykoliv nezédouci pdl Fg(p) je nulou R(p), s pringjmensim stejnou nésobnosti
jakov Fg(p).

¢/ Jakykoliv nezédouci pél Fg(p) je nulou citlivostni funkce S(p) = 1-F;(p)R(p)
springgmensim stejnou nasobnosti jako v Fs(p).

2/ Jestlize podminky b/ a c/ jsou spInény, potom kréceni nestabilnich nul a poli v prenosu
R
F:(p)= & by mélo byt provedeno pied implementaci zpétnovazebniho
1- Fs(P)R(p)
regulétoru, aby nevznikla vnitini nestabilita
Z tohoto dizvodu nelze pouZit strukturu Fizeni s vnitéinim modelem systémur:

W e u "

G, R(p) | Rizeny systém S _’® y .
@ 1 % (p)»Fs(p) i

A

Fs(p) >

A\ 4

llustrativni piiklad na odstranéni neZzadouciho (stabilniho) pdlu
Navrhnéme parametrizovany stabilizujici zpétnovazebni reguldtor pro fizeni skokové odezvy

] 6 - . Co ]
systému s pirenosovou funkci F.(p)= ————— . Predpokladejme, Ze pasobeni vystupnich
5(P) (p+1)(p+6)
poruch nés omezuje na pozadovanou Sitku pasma regulace w, =10rad / sec.
ReSeni:

Prenos regulatoru R(p) = FQ(p)m zavisi navolbe tvarovaciho filtru F,(p) © F,,(p)-
5 yow

Relativni téd filtru vzhledem k pozadavku naryzi prenos R(p) musi byt 2.

Budeme snaZit 0 vyrazngj&i potlaceni zisku |Fy,W(jW)|dB na frekvencich w3 w, =10rad/sec,

pozadujme napr. -60db/dek!

Zvolime tedy tvarovaci filtr t7etiho 7adu, ale s relativnim /adem 2:

bp+1
= oF = 1000
Q(p) yw(p) (p2+14p+100)(p+10)
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Vzhledem k poZadavku na Sitku pasma regulace je polynom ve jmenovateli tvarovaciho filtru
fixovan, neobsahuje volné parametry a je zvolen jako souc¢in stabilniho faktoru 1. a 2. fadu.
Zlomové frekvence byly zvoleny s hodnotou 10rad / sec, ¢initel tlumeni x =0.7.

Staticke zesileni tvarovaciho filtru (prenosu uzaviené regulacni smycky) je 1.

Vybérem volného parametru b se budeme zabyvat pozdgji.

1000(b 1 1 6
Prenos regulétoru R(p): R(p)= Fo(P)Fs(p) = 6(p2(+f4+p1(12;)()éi10))

»Negjpomalg §i* pdl systému je p=-1.
| kdyZ je stabilni, budeme jg vzhledem k naSm poZadavkim povaZovat za neZzadouci .
Tento pdl je jiZ jako stabilni nula obsazen v regulétoru R( p) akréti sespdlemv Fg(p).

VSmnéme si, Ze volbaF,(p) sjednotkovym zesilenim pii w =0 (F,(0)=1) znamena, Ze
R(0)=F,(0) Fs(0) *=Fs(0)'*

anavrhovany zp&tnovazebni reguldtor F.(p)= % musi mit astatismus;
- Ts
-1
F(0)=—R0O ____ RO

" 1- F(OR(0) 1- Fs(O)F5(0) "
Po dosazeni za R(p) do zpétnovazebniho reguldtoru dostaneme parametrizovanou mnoznu
stabilizujicich zpétnovazebnich regul tor s astatismem
E.(p)= R(p)  _Fo(P)Fs(p)* _ 1000(bp+1)(p+1)(p+6)
1- F(PR(P)  1-Fo(p)  6p(p®+24p+240- 1000b )

Wher parametru b:
Aby pdl p=-1 nezistal v prenosu vstupni poruchy systému

FS
(D)= et o = (R (PRI (7).

coz by me¢lo za nasledek pomalé odregulovani pripadnych poruch na vstupu systému,
je nutné déle omezit R(p) tak, aby p=- 1 bylo nulou citlivostni funkce S(p) =1- Fs(p)R(p) -
Musime tedy nagjit takové b , Ze
S-)=0 ® Q-D°F,,(-D)=FK(-D=1-S(-1)=1
S pouZitim

bp+l

Fa(P)= Fu(P) =Q((p) = 1000 o o (p+10)

dogtdvame podminku

Fo(-D= @(1- b)=1 ® b =27 o217
783 1000

Pro tuto hodnotu b Ize jmenovatel prenosu regulétoru F,(p) faktorizovat avykrétit (p+1):
__ R(p) _1000(bp+1)(p+1)(p+6) _217p*+2302p+6000
<(P)= 1- F(p)R(p) 6p(p?+24p+240- 1000b) 6p2 +138p
P6l p=-6 bude nefiditelny referencnim signdlem w (bude kréacen sodpovidajici nulou v
regulétoru), ale bude tiditelny vstupni poruchou systému (nebude kracen v pienosu F, ,(p)).
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Parametrizace stabilizujicich regulatori (Youla-Kugera) - systémy s astatismem

Navrhnéme parametrizovanou mnozinu zpétnovazebnich regulédtora pro fizeni skokové odezvy a
KS

P(PT +1)

Nulovy pdl je nezadouci v pi‘enosu uzavi‘ené smyeky, a proto podle Véty 9-2 zajistime,

aby nezadouci pél Fg(p) byl nulou R(p) a nulou citlivostni funkce S(p) = 1- F(p) R(p).

potlaseni konstantni poruchy na vstupu systému s prenosovou funkci F (p) =

ProtoZe Fs(p) nema z&dnou nestabilni nulu, maZeme v reguldtoru R(p) = F,(p)Fs(p)™* pouZit

_p(Tp+)
K

S

PrenosR(p) musi byt ryzi, a proto prenostvarovaciho ¢lenu F,(p) bude mit relativni iad 2.

sexaktni inverzi Fy(p)™
1/ Zvolme F,(p) =F,,(p) = svolnymi parametry a,,a,, F,(0)° Q(0) =1

p(pT +1)
< (ap2,077)

a,p’+a,p+1

Primovazebni reguldtor: R(p)=F,(p) [Fs(p)]'lz

Parametrizovanou mnoZinu zpétnovazebnich regulator: dostavame po kraceni nuly a polu:

p(pT +1)
F(p)= R(p) _ Ks(a2p2+a1p+1) __ (pT+D)
" 1- Fs(p)R( p) 1 Ks p(pT"'l) Ks (a2p+a1)

~ p(pT +1) K, (a,p* +a,p+1)
Zpétnovazebni regulatory vSak nebudou v ustdleném stavu kompenzovat konstantni
poruchu na vstupu systému (prenos oteviené smycky by mél mit astatismus 2. stupné!),
protoZe pienosvstupni poruchy systému na vystup

KS

F (p): FS(p) = p(pT+1) — Ks(a2p+a1)

PO L+ R(PRe(P) g4 1 (a,pP+a,p+D)(Tp+)
p(a,p+a,)

p@a,p+a,)
a,p’+a,p+l’
Kompenzaci skokove poruchy zaridime takovou volbou tvarovaciho filtru F,(p), aby citlivostni
funkce S(p) méladve nuly v poéatku. Potom i pirenos vstupni poruchy systému na vystup bude mit

jednu nulu v po¢éatku a konstantni porucha na vstupu systému v ustaleném stavu regulovany vystup
neovlivni.
2/ Nejjednodussi volba tvarovaciho filtru vedouci k Zadanému vysledku je
a,p+l
= o (= = 1
2(P)°Q(p)° Fyu(p) S

Pro citlivostni funkci a pro pirenos vstupni poruchy systému dostavame

nema nulu v pogatku, i kdyz citlivostni funkce ji ma: S(p) =1- F,(p)==

_ _ Pp’lasp+a,) _ Kp(a;p+a,)
S(p)=1- F, = ,  F . (p)=
(P) o(P) a,p’+a,p’+a,p+1 b (P) (@,p’+a,p’+a,p+1)(Tp+1)
Zpé&tnovazebni reguldtor ma tvar

p(pT +1)(a,p+1)
F.(p)= R(p) _ K(a3p3+a2p2+alp+1) :Ta1p2+(T+al)p+1
T L-R(PR(P) . K p(pT +1)(a,p+1) Kp(a;p+a,)

© p(pT +1) K (a,p° +a,p® +a,p+1)

71



a jeho struktura odpovida PID regulétoru
Ky, Kop _ (K +Kp) p* +(Kp +Kit ) p+K,
p tp+l p(t p+1)
Porovnanim lze ur¢it parametry PID reguldtoru K., K,, K, t . Parametry budou funkcemi
parametri systému a parametri tvarovaciho filtru — prenosu uzaviené regulasni smycky:
_ _ a,;p+1

o) =) = e
Charakteristicky polynom 3. stupné uzaviené regulaéni smycky lze opét zvolit jako soucin
stabilniho faktoru 1. a 2. ¥adu. Zlomové frekvence mohou byt specifikovany z poZadavku na Sikku
pasma regulace, ¢initel tlumeni zvolime.
Urcenim koeficientu a,,a,,a, charakteristického polynomu je uréenai nulatvarovaciho filtru..

Fe(p) =Kp +—

Parametrizace stabilizujicich regulatori pro systémy s nezadoucimi poly - zobecnéni

V piedchozim jsme vidéli, Ze pro odstranéni nezadoucich péli systému, zejména z pienosu vstupni
poruchy (nestabilni pély, malo tlumené pdly ), jsou nutna dalSi omezeni naregulator R(p) .

Pro Uplnost uved’me, Ze Ize uréit parametrizovany zpétnovazebni reguldtoru F,(p) takovy, Ze jsou

automaticky spinény podminky obsazené ve,, Veété o omezenich pro odstraneni nezadoucich polai® .
ReSeni uvadi nasledujici véta (bez dikazu):

Véta 9-3: (Parametrizace requlatorsi pro systémy s nezadoucimi poly)

Uvazujme 1DoF regulétor F.(p) pro systéms prenosem F¢(p) = b(p) , g.c.d.(a(p),b(p)) =1,

a(p) obsahuje nezadouci poly. Potom uzaviena smycka bude vnitr“n(é s)tabi Ini aviechny 4 prenosy
Qp)° Fy.(P) = 1+FF“(’)£F( E’L) =Fs(P)R(p)
S° FP)= gy Y P (PR
P e FF(FE)FIJZ) O
(D)= et o = 1 (B)R(P)IF. ()

budou obsahovat pouze zadouci poly tehdy a jen tehdy, jestlize F.(p) bude parametrizovano
s(p) H(p) 2P a(p)

fo " o(p)
Fe(p) =~ )y X0 (9.58)
f(p) 9(p)

piicemz: 1/ H(p) jen¢jakaryz stabilni prenosova funkce, ktera ma pouze Zadouci poly
2/ s(p) a r(p) jsou polynomy vyhovujici Diofantické rovnici pro umisténi pol
a(p)r(p) +b(p)s(p) = g(p) f (p) (9.58D)
3/ g(p), f(p) jsou libovolné polynomy vhodnych stuprizi s koreny v Zadouci oblasti.
L ze dokézat (Goodwin), Ze Véta 9-3 klade na ptimovazebni reguldtor R( p)omezeni

_a(p)es(p) , \i (2P ;
R(p)_f(p)m H(p)g(p)g (9.58¢)
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9.6. Navrh regulatoru ze zadaného modelu pirenosu uzavirené smy¢ky

Je-li specifikovan poZadavek na chovani uzaviené regulaéni smycky primo zadanym modelem
prenosu uzaviené regulacni smycky F,, (p) aje-li znam prenos fizeného systému F¢(p), potom
zp&tnovazebni regulator F;(p) |ze uréit porovnanim

Fs(P)F:(p)

Fow(P) = —————=F,(p)
’ 1+F(p)Fe(p) "

1 Fu(p)
Fs(p)1- Fy (p)
Soucésti zpétnovazebniho reguldoru je opét inverzni model Fizeného systému, podobné jako
v predchozim odstavci 9.5. Nyni je vSak model poZadovaného pienosu uzaviené regulacni smycky
Fu (P) pevné zadan a neni uréen jako parametrizovany tvarovaci filtr F, (p).

a dogtaneme F.(p) =

(9.59)

Aby bylo mozné docilit pozadovany tvar pienosu uzaviené regulacni smycky F,, (p), inverzni
model systému obsaZeny v reguldtoru musi ,, zrusit" danou dynamiku fizeného systému.

Pouziti metody jetedy kriticky vazano na znalost presného modelu fizeného systému.

Vyjdeme-li z obvyklych piedpokladt

Fo(p) =2 sbp) <sta(p),  Fu(M=22 g d(p)=s c(p). jeotszkou
a(p) c(p)
zda je mozné libovolna volba poZadovaného prenosu F,, (p) :%, s b, (p) £ & a,(p),

vzhledem k podmince ryzi pienosove funkce regulétoru: s d(p) = s c(p).
Vyjé&diime-li (9.59) pomoci definovanych polynoma, prenos reguldoru matvar
d a
F.(p) = (p) _a(p) by (p) | (9.60)
c(p) b(p)ay(p)- by (p)

Pro ryzi prenosovou funkci F,(p) jevolba F, (p) omezena podminkou rovnosti relativnich 7adii

Fs(p),F, (p), pripad neminimalné-fazového systému vede na nezadouci nestabilni regulator.

U diskrétni verze regulatoru s inverznim model em /izeného systému dojdeme ke stejnym zavéram
anavic se maZe objevit dalSi problém:

Pri diskretizaci spojitého F¢(p) stvarovacem O. fadu ¢asto vznikaji pii krétké periodé vzorkovani
stabilni nuly se zapornou realnou casti. V diskrétnim regul&toru s inverznim modelem systému se
tyto nuly systému stanou poly regulatoru a dusledkem je, Ze regulator generuje sice tlumené, ale
oscilujici Fizeni a regulacni proces ma kmitavy charakter.

Diskrétni reguldtor pro Fizeni skokové odezvy spojitého systému s minimalnim_podétem krokii
Uvazujme fizeni skokové odezvy spojitého systému s prenosem F¢(p) diskrétnim regulatorem

F:(2) . PoZadujme, aby regulovany vystup systému y(t), t=KT , doséhl pozadované hodnoty

w(t) =1]t] za konetny pocet krok regulace k = N asetrval natéto hodnotg " k, k> N.

To znamend, Ze regulasni odchylkae(k)=w(k)- y(k) musi piejit za konesny pocet kroki do
nuly, musi to tedy byt kone¢na sekvence popsana polynomem konecného stupne.

PoloZime-li si otazku, jaky je minimalni pocet kroka regulace pro spinéni tohoto poZadavku,
musime respektovat zpozdéni mezi vstupem a vystupem diskrétniho modelu Fizeného systému
F<(2) . Protoze diskrétni model tizeného systému zahrnuje tvarovac 0. fadu, ktery zavadi zpozdéni
o velikosti periody vzorkovani T, je miniméln¢ dosazitelny pocet kroka regulace N, = 1
(predpokladame, Ze regulator zpozdéni nezavede). Bude-li mit dany systém navic i dopravni
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zpozdéni t ,, které lze vyjédrit celisvym néasobkem d periody vzorkovéani t, =dT, musime
respektovat celkove zpozdéni q=N,_. +d.

Z uvedeného vyplyva, Ze pro navrh diskrétniho reguldoru pro minimalni pocet krokia regulace
sinverznim modelem systému mizeme specifikovat poZadavek na poZadovany prenos uzaviené
regulacni smycky F,, (p) vetvaru

Y@ _ ._1 y o -
F.(2°F,.(2 _W(z) =z1 = P  pienos ma vsech q pola v nulel (9.61)
Hledany regulédtor ur¢ime podle vztahu (9.59)
-q
Fr(2) V@ 1z . (9.62)
E(z) F(21- z2°
Prenos oteviené regulacni smycky je
Z-q
F,(2)=F(2) FR(Z):l- —
a pro obraz regulacni odchylky dostaneme
1 1 1 1- z¢ 1 1z ¢
E(z)=———W(2) = = = - 9.63
(2 1+ F,(2) (2 1+ z9 1-7z* 1-z% 1-z' 1-Z7* (9.63)
1- 71

Z E(z) vyplyva, ze regulasni odchylka e(k)=w(k)- y(k) prejde po q krocich z hodnoty 1 do
nuly aregulovany vystup y(t) nabude poZadované hodnoty w(t) =1[t] za g kroka regulace.
Pro obraz tizeni dostaneme vztah
-q
U(z):FR—(Z)W(Z): 1 2z _,
1+F,(2) Fs(2)1- z
ze kterého vyplyva, ze tizeni u(k) neni po q krocich nulové a je nekonesnou sekvenci, trvale
pusobici na fizeny systém. Tato ,slaba verze konecného poctu kroki regulace” zarucuje, Ze
regulovana velicina y(t) ma pozadovanou hodnotu w(t)=1[t] jen v diskrétnich okamicich

(9.64)

vzorkovéni, y(k) =1 pro k3 g, ale na spojitém ¢asovém intervalu mezi okamziky vzorkovan,
tT (KT,(k+1)T), miaZe y(t) nabyvat jinych hodnot v diisledku nenulového Fizeni.

Priklad 9.6:
Navrhnéte diskréni regulédtor dle zadaného prenosu s minimadnim poétem kroka regulace pri fizeni skokové odezvy
Je Pty
spojitého systému popsaného prenosem F = .
s(P) 20p+1

Referencnim signdlem je w(t) = 1[t], dopravni zpozdeni t ; = 4SeC. Periodu vzorkovéni volte T = 2sec.
Regent:
Ur¢ime diskretizovany model spojitého systému s tvarovagem 0. fadu:

ol 2eT 0 i z(1- €% L,(@1-e%Hzt  0.1903z°
F(2=(1- 212 ———y=27%(1- ) ( _)01 :222( _01)_1 = -

i p(20p+D}, (z- )(z- €% (1- €%z 1) " 1- 0.90482
Z prenosu vidime, Zze mezi vstupem a vystupem fizeného systému je zpozdéni tii periody vzorkovani, tj. 6 sec., tudiz
Y(z . .
pozadovany tvar prenosu uzaviené regulacni smyeky je Fy, (2) = ﬁ =79 =72 (rovnog relativnich ¥adi).
Z

Regulovany vystup y(t) nabude poZzadované hodnoty W(t) = 1[t] za 3 kroky regulace.
Regulator uréime podle (9.59):
U@ _ 1 z°® _1-09048z"%' z° 1- 0.9048z*
F:(2) = —

= = =5.2549
E(z) F.(21-z® 0.1903z° 1- 73 1- 73
S
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Simulagni schéma diskrétniho regulacniho obvodu je na obrazku. Diskrétni fizeni je také pouzito pro simulaci skokové
odezvy spojitého systému.

Scope2
2
t
tou L le—7r—p Jut—» Y D%( |1
Clock To Workspacel 20s+1
Zero-Order Transer Fon Transport Scope3
J L p T Hold 3 Delay
+ 1-0.9048z" 0.1903z™
i > p|[ 1
Step 1+23 1-0.9048z°1
Add1 Gainl Discrete Filter Discrete Filterl Scopel
> y

To Workspace

Graf na levé strané znazoriuje diskréni smulaci fizeni u(k) a skokové odezvy y(k), graf na pravé strané zobrazuje
skokovou odezvu spojitého systému y(t). Pribeh regulaéni odchylky e(k) neni znézornén, je zigimy ze vztahu (9.63).
Hodnotu fizeni u(0)=5.263 | ze urcit z véty o pocateni hodnote.

Hodnoaty fizeni u(k) 1ze také ur¢it z (9.64) primym délenim polynomu &itatele polynomem ve jmenovatdli.

A
6}\ Step Response 15 ‘ i
! i y(t)
u(k)
y(K) e S — I
% 4 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, - |
2
a | | | |
E ol L L] 0.5¢
IR B \
0 : : \ : : > 0 : ; : : >
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10

t
Navrh reguléoru se zda byt jednoduchy, z praktického hlediska je vSak vétSinou nepouzitelny.
Simulaci si snadno ovéiime, Ze navrzeny regulator neni robustni vzhledem ke zménam parametri
systému. Navic, zkracovanim periody vzorkovani T se zvy3uje hodnota fizeni a obvykle se
dostaneme mimo realizovatelné akéni zasahy.

Dahlinav regulator

Je modifikaci predchoziho navrhu diskrétniho reguldtoru die zadaného prenosu s minimanim
poctem krokd regulace.

Modifikace spociva v tom, Ze od pevné zadaného modelu poZadovaného pirenosu uzavi-ené smycky
F,, (20 prechdzime na parametrizovany model v podobe aperiodického clenu 1. 7adu
s jednotkovym zesilenim a nastavitelnou c¢asovou konstantou t .

Upoudti se tak od co nejrychlejsiho sledovani skokovych zmen referencniho signélu w(t).
Modifikovany tvar poZadovaného prenosu uzaviené regulacni smycky ziskdme diskretizaci
aperiodického ¢lenu 1. ¥&du stvarovacem 0. fadu a respektovanim pripadného zpozdéni o d kroka:

iy _ _pT . N . _ _T/t _1
S C TS ESL AN LIPS E S SR T A S
i p ptl/it {, ip p+1/t¥) @-z)1x-e " z7)
o Tht
FM (Z) _ Y(Z) — 1-e 2-d ’ q:d+]_ (965)

W(z) 1-e''z*?
Dahlinav regulétor obdrzime po dosazeni za F,, (z) do (9.59):

(1-k)z
F (Z) = 1 I:M (Z) = 1 1- kZ-1 = 1 (1_ k)z-q k :e-T/t (9 66)
"7 R@1R@ K@, @GKZ' F@1-kz'- 1K)z '
1-kz*

Rychlost odezvy, atedy i velikost akenich zésaht, 1ze ovlivnit volbou ¢asove konstanty t
aregulator je robustngjsi vzhledem ke zménam parametra.
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Priklad 9.7:
Navrhnéme pro systém z predchoziho piikladu Dahliniv reguldtor pii modifikaci poZadovanéno prenosu uzaviené
regulacni smycky aperiodickym ¢lenem 1. ¥&du s ¢asovou konstantou t = 2 sec.

V daném pripadé jek =€ ™" = e =0.3679 aprenos Dahlinova regul&oru bude

1 1-k)z 1- 0.905z*
F:(2) = (_1 ) — =....= 3.3268 —~ =
Fs(21-kz - (2-k)z° 1- 0.3679Z " - 0.6321z
Nahradou pivodniho reguldoru v simulacnim schéma Dahlinovym regul&orem zjistime, ze fizeni
skokové odezvy odpovida poZzadovanému pribéhu odezvy aperiodického ¢lenu a Ze pocéatecni hodnota iizeni
u(0) =5.2549 sesnizilanau(0) = 3.3.

9.7. Sledovani obecného referenéniho signalu a kompenzace por uch

v ustadleném stavu (,, princip vnitiniho modelu®)
Pri navrhu regulétor:i byva casto poZadovano, aby regulovand velicina y(t) edovala v ustéleném
stavu obecny prubeh referencniho signalu w(t) a aby byl vykompenzovan Ucinek vystupni poruchy
v(t) na regulovanou velicinu.

Uvazujme regulac¢ni obvod s 1DoF reguldtorem dle uvedeného schéma:

) Generator b, (p)
Generdtor vystupni poruchy G, (p)=—"—-—
referenéniho signdu a,(p)

y

e
:M w F :w u E _w \4
G.(p) 2 (p) ,? | Fr(P) (D) <(p) 2(p) %_’

Generétory ,vn&jsich signdla* w(t) a v(t) jsou popsany polynomidlnimi zZiomky G, (p),G,(p);
predpokladame nesoudélnost jejich polynoma: n.s.d.(a, (p).b,(p)) =1, n.s.d.(a,(p),b,(p)) =1.
PoZadavek na dedovani obecnéno referenéniho signalu w(t) regulovanou veli¢inou y(t)
v ustaleném stavu  vyjadiime podminkou : !!@I’Q et) =0 pri v(t)=0.

Pro L-obraz regulacni odchylky E(p) plati

E(p) = Wi(p) =—2Pcp) __bu(p) _aPe(p)b(p) _B(P) ,B(P) (ggp
1+F,(p) a(p)c(p) +b(p)d(p) a,(p)  a(p) a,(p) a(p) a,(p

tzn., Ze jej 1ze zapsat jako soucet obrazi prirozené avynucené slozky E(p) = E, (p) + E; (p) .

Polynomy 52 (p), BW( p) uré¢ime porovnanim citatela v (9.67)

a(p)c(p)b, (p) =b,(p)a, (p) + b, (p)a,(p) (969)
Po zp&tné transformaci (9.67) dostaneme e(t) = e, (t) +€; (t) apodminku pro sledovani w(t)
v ustdleném stavu rozepiSeme do tvaru !(lary et) = !g@ryg (t)+ l!@l’y e (t)=0. Protoze ve stabilni
uzaviené regulagni smyccee plati !g@rgg (t) =0, saci polozit EW( p) =0, coz zaruci !(larg e (t)=0.
Dostavame tak podminku pro sledovani referencniho signélu w(t) v ustdleném stavu

a(p)c(p)b, (p) =b,(p)a,(p). (9.69)
ze které |ze vyvodit, Ze polynom a,,(p) musi délit soucin polynomii a(p)c(p), protoze
spolynomem b, (p) je dle predpokiadu nesoudelny.
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PoZadavek na kompenzaci vystupni poruchy v(t) v ustaleném stavu vyjadiime podminkou:
limy(t) =0 pri w(t)=0.
Pro L-obraz vystupni veli¢iny Y(p) pti pasobeni poruchy V (p) plati analogické vztahy jako pro
regula¢ni odchylku:
1 a(p)c b, b,(p) b, b, b,
= V(p) = 2P)e(p) (P) _ b,(p) b,(P) _b.(p) , b,(P)

1+F,(p) a(p)c(p) +b(p)d(p) &,(p) a,(p) a(p) a,(p) a(p)
a lze tedy odvodit shodné zavéry jako v predeSlém pripadé.

(9.70)

Princip vnitifniho modelu:

Pro dedovani obecného referencniho signalu w(t) v ustaleném stavu regulovanou velic¢inou y(t)
resp. pro kompenzaci vystupni poruchy v(t) je postacujici, aby poly systému generujiciho
referencni signél resp. vystupni poruchu byly obsaZeny v pélech oteviené regulacni smycky (bud’
jsou obsaZeny v pdlech systému nebo se musi stat soucasti pélu regulétoru).

Priklad 9.8:
Princip vnittniho modelu budeme demonstrovat na diskrétnim fizeni spojitého systému dle blokového schéma:
Gy v(t)=1]t]
: T T
st | ol L [rer | BT o |
R =
w(t) e(KT) (2| ukn p|u Topttp ||
y(KT) T Tvarovat 0.- F&du

K danému spojitému systému navrhnéte diskrétni regulator s konecnym poctem kroki regulace ( Zi* =0," i) tak, aby
po konezném poctu kroki regulace (v ustdleném stavu) sledovala regulovana velicina referenéni signd w(t) =sint
a byla kompenzovana skokova porucha V(t) = 1[t] , ktera ptisobi na vstupu fizeného systému.

Periodu vzorkovani volte T =1sec.

Regeni:

1/ Ur¢ime diskretizovany modd spojitého systému s tvarovagem 0.-tého fadu

_ i N u
F.(2) = z 12“__1% F.(p)au_ 012(z+0.718) _ b(2) . sa()=2
z 1 1 p pp (z-D(z-0368) a(z)
2/ Ur¢ime Z-obraz poruchy prepoctené na vystup(!!)
i N u
V(2) =Zj L.1%20-3il,1, =.= 0'1222(Z+0'718) (bez tvarovace!)
poTP(prDRp T (2 D(z- 0.369

3/ Ur¢ime Z-obraz referenéniho signdlu

. 0.84z
W(z)=Z{sint|,_., =——————
@ =2z{sint.a 7*-1.083z+1
4/ Podle principu vnitiniho modelu musi byt pdly systémii generujici referenéni signal a poruchu obsazeny v pélech
oteviené regulacni smycky

Fo(2) = Fs(9Fr(2) =

(bez tvarovace!)

b(z) d(z) _ 0.12(z+0.718) d(2)
a(z) c(z) (z- H(z- 0.368) c(2)
(z- 1)(z® - 1.083z +1) amusi setedy stat sousasti polynomu regulétoru ¢(Zz)!

5/ Ur¢imead obecného dynamického regulétoru.
Ponechame-li stranou pozadavek na sledovani referenéniho signdlu a kompenzaci vystupni poruchy v ustaleném

stavu, jedna se o Glohu s pozadovanym umisténim plt uzaviené regulaini smycky (Z =0," i) proftizeny
systém druhého radu. Pro poZzadované umisténi pdla by tedy stagil dynamicky regulétor prvniho rédu.

... vV oteviené smyéce chybi polynom
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Z principu vnitiniho modelu viak vyplyva, Ze reguldtor musi mit ¢ast svého polynomu ¢(z) zafixovanu
polynomem tretiho stupng (Z - 1)(z” - 1.083z +1) abude tudiz 4. tadu s prenosem ve tvaru
U(z) _d,z*+d,z2’+d,z> +d,z+d, d(2)
E(2) (z-1)(z°-1.083z+1)(z-¢c,) c(2)
6/ Prenos uzavienéregulagéni smycky je 6. fadu
F.(2)F:(z

P Y@ F@FR@ | b@d@  _b@

| W(z) 1+Fs(9F:(2) a(z)c(2) +b(2)d(2) a,(2)

Fr(2) = a s Sesti neuréenymi parametry.

£
a pro pozadované umisténi pali polozime &, (2) =a,(2) = Q (z- z ) = 2°.
i=1

7/ Parametry reguldtoru C,,d,...d, urcimereSenim Diofantické rovnice a(z)c(z) +b(2)d(2) = z°.

Dosazené wdedky ovéfime simulaci:

|'"'L 22 9304z %40 519325438 BE2222 47 2107 z+2 057 . 0 A2z+0.02616 > |:|
L #%1.2823627+0 6261 22+0 456020 6994 z2.1.368z+0 362
Sine Wave Dizcreta Discrets Foope
Transfar Fond Transfar Fon
ol
Step

Scoped

0326
T |

45

Fem-Order  Transfer Feon Seopel
Huold

9.8. Umistitelnost pdli linear nim stavovym regulatorem
UvaZzujme spojity jednorozmérovy t -invariantni LDS n-téhotadu se stavovym popisem
S &(t) = Ax(t) +bu(t) ; x(t,), x(t)T R"- meitelny stav, u(t), y(t)T R* (9.71)

y(t) = c"x(1)

sprenosem F,(p)=c’(pl - A) ‘b=

~—

b(p)
(p
alinedrni stavovy regulator viz (8.13), popsany rovnici

Reg.: u(t) =- k" x(t) +u,(t), (9.72)
kde k" = [kl, ..... kn] je matice konstantnich parametra regulétoru a u, (t) je kompenzaéni tizeni.

Po dosazeni rovnice regulétoru (9.72) do (9.71) dostdvame systém se stavovou zpétnou vazbou

S;: k() = (A- bk")x(t) +bu, (t); x(t,) (9.73)

y(t) =c"x(t), kteryjerovnéz n-téhoiadu.

o]

N
~—"

Stavovy regulator nezvySuje ad uzavieného systému, dochazi viak ke zmené matice dynamiky
systému A® A- bk", meni se jgi viastni ¢ida, a tudiZi pdly odpovidajiciho charakteristického
polynomu uzavieného systému a, (p, k") = det(pl - A+bk™).

Prenos systému se stavovou zpétnou vazbou
T _ T\ Adj T
Fyu (p) - Y(p) :CT(pI _ A+ka)-1b: C (pl A+bk )T b - bz(pikT)
B U (p) det(pl - A+bk’)  a,(p,k’)

navozuje piedstavu, Ze linearni stavovy reguldtor meni i nuly systému.
Skutecnost, Ze stavovy regulator muiZze ovlivnit pouze umisténi pélie dok&Zeme pomoci
ekvivalentniho zapisu prenosu F,, (p), ktery vyplyva z blokového schéma systému se
stavovym regulatorem:

(9.74)
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(pl - A)'b c’ R

kT

c'(pl-A'b _ c'(pl - AMb __b(p)
1+k"(pl - A'b  det(pl - A+K'(pl - Ab a,(p,k")
Stavova zpétna vazba méni v zavidosti na parametrech regulatoru k' =[k,,..k, ] pouze pdly

uzavi‘'eného systému, nuly daného systému se neméni (pokud se nevykrati s pdly).
Prirozenou otazkou je, za jakych podminek je mozné docilit linedrnim stavovym regulatorem
libovolné umititelnogti poli p; , i = 1,...n, uzavieného systému?

Fyu (P) = (9.75)

Jinak 7eceno, kdy existuje k' (K u vicerozmerovych systémii) takové, Ze bude platit

Y
a,(p.k") =det(pl - A+bk")° a,(p) = (p- p))=p"+a,,p " +.ap+a ? (9.76)

i=1

Véta 9-4: (Umistitelnost pdli linearnim stavovym regulatorem)

Nutnou a postatujici podminkou libovolné umistitelnosti péha linearnim stavovym regulétorem je
fiditelnost LDS.

Néstin diukazu:

Predpokl adgime, 7e dany systém S(A,b,c") je neriditelny.

Potom musi byt ekvivalentni s nefiditelnou stavovou reprezentaci systému (viz Kalmanova dekompozice)

— €% _ eA11 Auue XU, é'bu . o g éx(t)u
S: ezﬁ(t)u eO Azz (t)ﬂ 205“(0 Uvazujme stavovy reguldtor u(t) = - gk HeZ—(t)A'

Po dosazeni reguldtoru do rovnice systému dostaneme uzavieny systém s matici dynamiky ( A- bk’ )
a s charakteristickym polynomem

a,(p,k") =det(pl - A,+'b’k")det(pl - A,), ze kterého je zigimé, Ze pdly odpovidajici viastnim &isiim
matice KZZ jsou regulatorem neovlivnitelnd Naopak, bude-li systém riditelny, |ze tyto pdly regulatorem ovlivnit.

Navrh stavového regulatoru pii specifikaci poZzadovaného umisténi poli
Je-li poZadované umisténi poli uzavieného systému specifikovano polynomem a_ (p), uréime
parametry k' stavového regulétoru poloZenim a (p, k™) = a (p)

a,(p.k") =det(pl - A+bk™) =a,(p) = p" +a,,p"" +..a p+a (9.77)
a porovnanim vyraza u stejnych mocnin proménné p.
Algoritmicky nejjednodussi vypocet parametri reguldoru je pro systém ve Frobeniové stavové
reprezentaci, protoZe v matici dynamiky uzavieného systému ( A. - b_k") se parametry regul&oru
objevi pouze v posledni fadce, kde se odegitaji od parametrii systému.
Ve Frobeniové stavové reprezentaci S(A: b ,cl ) jsou koeficienty v posledni radce matice

dynamiky A. piimo koeficienty charakteristického polynomu uzavieného systému a (p, k')
aneni tedy nutny jeho vypocet:

é 0 1 0 u éOl]
e u U
<~ 0 0 1 S
-b.k" =€ u =) u k' = L k
e u éu
& 9" k1 -a - kz’ oG knﬂ élﬂ

~
©



b det(pl - Ac +b.kT)=a,(p.k") = p" +(a,, +k,)p"  +..+ (& +K,)p+ (g +k) (9.78)
Porovnanim a,(p,k") = a,(p) dostdvame pro vypocet parametrii regulétoru jednoduchy vztah
u(t)=-k'x(t), k'=[k L k], k,=a-a; i=01.n-1 (9.79)

Je-li systém v obecné stavové reprezentaci ( A,b,c"), 1ze pro ndvrh stavového regulétoru také
pouzit Ackermannovu formuli pro libovolné umisténi pola
u(t) =- [0,......0, 1] Qzt a (A) x(t) =-Kk"x(t), (9.80)
kde Q, je matice dosaZitelnosti daného systému Q, = |b, Ab,.......A™ | a a(A) je maticovy
polynom pro pozadované umisténi péld, ziskany aplikaci Cayley-Hamiltonovy véty na a (p):
a(p)=p'+a,,p it e pra, ® a(A)=A+a A+ +a At (9.81)

K ompenzace statického zesileni p¥i ndvrhu stavového regulatoru
Stavovou zpétnou vazbou ovlivnime pouze rozloZeni polt uzavieného systému, nuly  zastavaji
nezménény. Zmeni se tudiz statické zesileni uzavieného systému a pii regulaci na konstantni
hodnotu je nutnd jeho kompenzace kompenzacnim tizenim u, (t) = k., W(t) tak, aby prenos
uzavieného systému mél v ustaleném stavu jednotkové zesileni.
Uvazujme tizeni skokové odezvy LDS stavovym regultorem pii w(t) = 1[t].
L-obraz vystupu uzavieného systému je podle (9.74)

Y(p)=c'(pl - A+bk") bk, W(p)
ProtoZe v ustdeném stavu pozZadujeme

limy(t) = Iim 1pY(p) =lim pc’ (pl - A+ka)'1bkk0mp%:1 (9.82)
p

komp

je kompenzacni koeficient k. dan vztahem
1 1
K = c'(- A+bk") 1b F,(0)
Nevyhodou této kompenzace je jeji nerobustnost, protoZe pii zméné parametrii systému je nutno

kompenza¢ni koeficient vzdy prepocitat.
V dalSim odstavci ukéZzeme, Ze tuto nevyhodu odstrani pouZiti stavového regulétoru s integraci.

(9.83)

Priklad 9.9: Navrh stavového regulatoru s pozadovanou zmegnou umisteni pélii

1
K nestabilnimu systému s prenosem  F¢(P) :T-l-l , (p, =4.7913, p, = 0.2087), navrhnéte stavovy
p -9op
regulétor s poZadovanym umisténim polt uzavieného systému p; = p; =-2
V ustdeném stavu pozadujeme, aby vystup sledoval referenéni signal w(t) = 1[t].

Regent:
Ur¢ime Frobeniovu stavovou reprezentaci daného prenosu a matici dynamiky uzavieného systému
é0 1u e 0 1 t‘J
;o =[1 0]; K" = K b.k' =
A:Q15ubF&u [] [kl]AF 1k15k

Charakteristicky polynom uzavieného systému: det(pl - A. +b. k') =a,(p, k") = p>+(- 5+k,) p+1+k,

2
Jeho porovnanim spozadovanym & (p) = (p- p )= p*+4p+4 dostavame k, =3, k, =9.

i=1

Kompenzacni koeficient K =4 jev daném pripads ztgmy z tvaru prenosi , I1ze jgj spocitat die (9.83).
komp
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NavrZeny reguldtor je popsan rovnici U(t) = - 3x,(t) - 9%, (t) +4w(t) .
Smulacni schéma je na obrazku spolu s poZzadovanym p/enosem uzavieného systému:

B ]

- —

=

Y

Integrator Scope

Faind

1 }‘—
- m

[ 3 ﬂ Gainz
- 4

Scope

rFon

Y

9.9. Linedrni stavovy regulator sintegraci

Regulétor je v podstaté linearni stavovy regulétor, ktery je doplnén o integraci regulacni odchylky,
zavedené vngjSi zpétnou vazbou od regulovaného vystupu. Do otevicené regulacni smycky je tak
zaveden astatismus, zarucujici presnost regulace pii regulaci na konstantni hodnotu. V tomto
smyslu Ize integra¢ni sloZku regulatoru povaZzovat za vnitini model generatoru referencniho
signalu (viz princip vnitiniho modelu).

Blokové schéma regula¢niho obvodu a jeho popis:

Rizeny systém

=6
1
]
1
|
|
]
]
]
(
(
]
]
]
]
(
(
(
(
]
]
]
]
(
(
(
(
1
|
|
]
]
1

Gw

v

Coocood

Rizeny systém:
S K(t) = Ax(t) +bu(t); x(t,), x(t)T R"- mefitelny stav, u(t),y(t)T R (9.84)
y(t) = c"x(t)
Regulétor:
Reg: % (t)=w(t)- c"x(t); x ()T R
u(t) =- k"x(t) + K x, (t) + (gw(t)) (9.85)
k, jeintegracni konstanta, k' :[I<1,...kn] je tadkova matice parametri stavového regulatoru.

Uzavieny systém s rozsfrenym vektorem stavu dostaneme po dosazeni zatizeni u(t) do (9.84):

éX(t) u_ €A- bk" bk, uex(t)u e(bg)u éA- bk bk U
/ 0.86
Gl S .0 oleitEl MW ATe s oo 0%
_ AT eX(t) u

L ze odvodit, ze pfimovazebnl slozka tizeni gw(t) zavédi do citatele prenosu uzavieného systému
polynom (gp +kK, ), tedy nulu s hodnotou k, / g. Pokud zavedeni nuly nevyZadujeme, je g =0.
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Navrh stavového reguléoru s integraci a urceni jeho n+1 parametra k,..K ,k lze provést z

pozadavku na umisténi poli , specifikované prislusnym polynomem a (p), sta, (p)= n+1.
Hledané parametry reguldtoru ur¢ime porovnanim charakteristického polynomu uzavieného
systému s polynomem, uré¢enym z pozadovaného umisténi poha:

det(pl - A)=a,(p.k".k)=2a,(p) (9.87)

9.10. Linearni stavovy regulator pro sledovani obecného referen¢niho signalu

a kompenzaci poruch v ustaleném stavu.
V predchozim odstavci jsme zavedeni integracni sloZky do oteviené regulacni smycky
interpretovali jako pouZziti principu vnitiniho modelu pii regulaci na konstantni hodnotu.

Nabiz se zobecneni:

Nahradit integracni dozku stavovym modelem generatorii externich signéli (referencni signal
w(t), vystupni poruchu v(t)) a docilit v ustéleném stavu sledovani obecného referencniho signalu
a/nebo kompenzaci vystupni poruchy.

Zjednodusené bl okové schéma pro sledovani obecného referencniho signalu w(t):

Vnitini model G, fizeny odchylkoue Uy Rizeny systém
Gu ﬁW:ANXW-'-bWe g kv-l\—/ >
W
€ méfitelnéxw\
Rizeny systém:
S K(t) = Ax(t) +bu(t); x(t,), x(t)T R"- mefitelny stav, u(t),y(t)T R (9.88)

y(t) = c"x(t)

Generétor referencniho signalu w(t):
G,: %,(t)=A/X,[1); X, (t,) ...dand pocétecni podminka, (9.89)

w(t) = ¢, x,, (1) x,(t)1 R' ... stav vnitiniho modelu (mgtitelny)

Vnit/ni model generéatoru referencniho signalu w(t) musi byt 7iditelny odchylkou e(t):
G,: %,()=Ax,()+he(t)=Ax,(t)+b, &) - c X1, (9.90)

b, je libovolna matice (Ix1) zarucujici fiditelnost vnitiniho modeluG,, !

Stavova reprezentace systému S s vnit/nim modelem G, :

éx(t)u_é A O uéx(t) u éu éou gyt)u &’ 0ouéx(t) u

X s = x X Ata ) +a W) ; ~ = X p (9.91)
&,08 &be ABOf B &SI Gl 8o ool

ProtoZe poZadujeme, aby v ustaleném stavu sledoval regulovany vystup referencni signél, musi byt
uzavieny systém stabilni.

82



(Pripomeiime si odst. 3.1 v LS1: ... u gabilnich systémi prirozena slozka odezvy konverguje
k nule a celkovéa odezva je dana vynucenou sloZzkou odezvy...)

Pro zgjidteni stability uzavieného systému pouzijeme stavovy regulétor od metitelnych x(t), x, (t):
Reg: u(t) =-k"x(t) +k}x,(t), (9.92)
kde tadkové matice k' ...(1xn) a k] ...(1xl) obsahuji (n+1) neznamych parametri regul&toru.

Uzavieny systém s vnitinim modelem dostaneme po dosazeni zatizeni u(t) do (9.91):
ef((t) u eA bk™  bk! ueX(t) u é0y L) ( ) l]_ ey(t)u &: 0 ue X(t) u (9.93)
BO &b A ROl &, §>av(t 6 Gl g0 o of T

éA- bk bl
u.
e b,c A

Oznacime matici dynamiky uzavieného systému A,, A, =

Ur&ime jeji charakteristicky polynom det(pl - A) =a, (p,k",k]) aspecifikujeme pozadované
umisténi péla polynomem a (p), st a,(p)=n+l.
Hledané parametry reguldtoru ur¢ime porovnanim

a,(p.k",k;) = a,(p) (9.94)

Priklad 9.10:
Pouzijte princip vnittniho modelu a navrhnéte stavovy regulétor k éizenému systému s pienosem

Y
Fs(p) = ﬁ = tak, aby vystup sledoval v ustdleném stavu “rampovou” funkci W(t) =t.

U(p) p+2
V&echny pdly pi* uzaviceného systému zvolte shodnotou -1.
Regen:
Ur¢ime stavovy model rizeného systému:
S: k() =-2x(t) +u(t) ; y(t) = x(t) ® A=-2b=1,c¢c" =1

Ur¢ime stavovy model G, 7izeny regulacni odchylkou e(t):
Pro zadanéw(t) = t resp. W(p) = 1/p® dostavame Frobeniovu stavovou reprezentaci

ek, (yu_&0 1oex, (), &u €, (D) U
G, : t wit)=(1 0
g0l D o, mf & MO dgl

A, b, Ca

Rizeny systém s vnitinim modelem G, je popsan stavovym mode em tretiho 7adu (9.91)
ex(t) u_ e A OueX(t)u éu (t)+ ol éy(t)u _ ec Ouéx(t) u
&,00 &b A B0l o %W” gl g0 o, 0
a po dosazeni
é%(t)u &2 0 Ouéx(t)u élu é0u R é x(t) o

¥ 1 A0 A (] ey(t)ju é 0 Oua /
Su(U-30 0 1086, (08Bl Fu0: Eikeg | g 0
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Rovnici stavového reguldoru pro fizeny systém S as vnitinim modelem G,

. .éXx(t) 0
uit) =gk K, Héxn,((t))E: - Kx(t) + Ky, X, (t) + Koy X0, (1), (K© K" jev tomto piipads skal&rni velicina),
S u
dosadime do (9.93).
é&2-k k, k,u
, y _ , , éA-bk bk'U & “ e
Ur¢ime matici dynamiky uzavienéhosystému A, = é . 0=a 0 0O 1 i
e_ bWC AN u é _ 1 O O é
a charakteristicky polynom uzavieného systému
ép+2+k -klw -kZlel
a,(p.k.k;)=det(pl - A)=dety 0 p o -15= PP +(2+K) PP +k,, ptk,
g 1 0O p4g

Parametry regultoru uréime porovnanim  a,(p,K,k]) s a;(p): (p+1)3 = p*+3p*+3p+1

Vypoctené hodnoty parametrii:  k =1, k,, =1, k,,, =3.

Funkci regulétoru lze ovérit simulaci:

Vniténi mode Rizeny systém

1
2 L]

33in2 Transfer Fen

E I I

= =

Ramp Integratar Integrator Zain

Scope

9.11. Linearni stavovy regulator pro kone¢ny pocet kroku regulace

Pri primém navrhu diskrétnich regulétora Ize poZadovat, aby regulovany vystup ¢i stav spojitého
fizeného systému doséhl pozadovanych hodnot v konecném case, daném kone¢nym pocétem kroki
regulace N nasobenych periodou vzorkovani T .

V odgtavci 9.6. jsme se zabyvali navrhem diskrétniho dynamického regulatoru pro tizeni skokove
odezvy sminimalnim poctem kroki, danym celkovym zpozdénim vystupu diskrétniho modelu
fizeného systému oproti vstupu (q=N,,, +d). V interpretaci poZadovaného tvaru prenosové
funkce uzaviené smycky jsme zjistili, ze q poli uzavieného systému musi byt umisténo v nule.
Dynamicky regulétor s inverznim modelem systému byl v3ak nerobustni a z praktického hlediska
nepouZzitelny.

Zabyvejme se nyni navrhem diskrétniho linedrniho stavového regulétoru pro fizeni skokové
odezvy s konecnym poctem kroki: regulace.

Uvazujme diskrétni stavovy model spojitého jednorozmeérového (SISO) systému s tvarovacem

0. radu s metitelnym stavem

S: x(k+1) = Ax(k)+bu(k); x(0), x(k)T R", k=0,1,... (9.95)
y(k) = c"x(k)

Z veéty o fiditelnosti SISO systému vyplyva, Ze minimalni pocet krokiz N pro pievedeni libovolné

nenulové pocatecni podminky x(0)* O do pocatku stavového prostoru, x(N) =0, je roven

dimenz vektoru stavu: dimx=n° N.



Duikaz tohoto tvrzeni bezprostiedné vyplyva z explicitniho feSeni stavoveé rovnice

&N - i
x(N) = A"x(0) + & A" ""bu(j) = AVX(0) + gb, Ab,....AN-lbgg G- (9.96)
g uo)

Libovolny nenulovy n-dimenzionalni vektor x(0) * 0 miZe byt preveden do x(N) =0 sekvenci
N kroku fizeni u(0),...u(N - 1) tehdy ajen tehdy, jestlize matice fiditelnosti (dosazitelnosti)
Q, =[b, Ab,...A""'b] bude invertovatelna

To znamena, Ze hodnost matice fiditelnosti (dosazitelnosti) musi byt rovna dimenzi vektoru stavu
h[b, Ab,...A" o] =n, atedy pocet kroki fizeni N je dan dimenzi vektoru stavuN =n.

Predpokladejme, Ze sekvence fizeni bude generovana linearnim stavovym regulatorem:
Reg.: u(k)=-k'x(k)+u.(k), k=01..n-1 (9.97)

Po dosazeni rovnice regulétoru pri u, (k) © 0 do (9.95) dostévame rovnice uzavieného systému
S, : x(k+1) =(A- bk")x(k) = Ax(K); x(©0)*0, k=0,1.. (9.98)
y(k) =c"x(k)

Vyjdéme z explicitniho FeSeni stavové a vystupni rovnice uzavieného systému pro N =n:
x(N=AX0) a ym=c'Ax0); x©0?0 (9.99)

ProtoZe pozadujeme x(n) =0, y(n) =0, musi byt stavovy regulétor navrZen tak, aby A} =0

( A, musi byt nilpotentni matici se stupnéem n).

Pouzitim Cayley-Hamiltonovy véty ( ,, Kazda ¢tver cova matice vyhovuje své charakteristické
rovnici“ ) a podminky Al =0, uréime poZadovany tvar charakteristického polynomu
uzavieného systému a’ (z) pro minimalni pocet kroki regulace n:

a;(z):6(z- zi*):z”+a;_1z”'1+ ...... +a,z+a, =2" (9.100)
i=1
Jinak fe¢eno, vdechny poly uzavieného systému musi byt nulové: z =0, "i, i=12,..n
Duikaz :
Aplikaci C.-H. véty dostaneme  a (A)=A+a A" +.....+a A +a,l =0,
Dosazenim podminky A” =0 vidime, Ze rovnice je spinéna, jestlize a, , =a , =.....=a, =0.
Odtud plyne (9.100).

Parametry stavového reguldtoru pro minimalni pocet kroka regulace opét uréime porovnanim
charakteristického polynomu uzavieného systému a (z k') =det(zl - A+bk") spozadovanym
tvarem polynomu a (2) :

a,(zk")=det(z - A+bk")=a (z2)=2" (9.101)
Pokud bude diskrétni systém ve Frobeniove stavove reprezentaci, potom podie (9.79)
&x,(K)u
uk)=- k... J§ I 3, kde k,,=-a, i=01.n-1 (9.102)
ex, (kg
Je-li systém v obecné stavové reprezentaci, 1ze pouzit Ackermanovu formuli
u(k) =- [0,.......0, 1 Q' A" x(k) = - k" x(k) (9.103)
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Takto navrzeny stavovy reguléor Ize pouzit i pro miniméné-krokové tizeni skokové odezvy
syssému (v nulovych pocéatecnich podminkach), je vSak nutné pouZit kompenzatni fizeni

Uy (K) = KyompW(K)  pro kompenzaci statickeho zesileni uzavieného systému.
Priklad 9.11:
1
Pro tizeni skokové odezvy spgjitého systému s prenosem F(p) = ———— navrhngte miniméing krokovy

p*+p+l
stavovy regulétor. Periodu vzorkovani zvolte T = 0.1 sec., w(t) = 1]t].
Regent:
Ur¢ime diskrétni pienos systému stvar ovaéem 0. #adu
F.(2) = Y(z) _ 0.004833z+ 0.004675 _ 0.004833z"* + 0.0046757 2
(2=

U(z) Z°-1.895z+0.9048  1- 1.895z" +0.90487 >

kterému odpovida stavova reprezentace ve Frobeniové tvar u

éx,(k+Du_ e 0 1 ueXl(k)u é0u
&, (k+D9 " & 0o 1.895%x (k)H i

y(k) =[0.004675 0.004833)] g:l((k;“
u

(k) %, (0) =x,(0) =0, k=0,1,2.

Rizeny systém je druhého tadu (n = 2), a tudiz pozadované hodnoty W(K) =1 musi regulovany vystup nabyt po dvou
krocich regulace.

Rovnice stavového regulator u s kompenzaénim ¥izenim pro korekci statického zesileni

u(k) =0.9048x, (k) - 1.895x, (k) +u, (k) , u, (k) = kkompW(k)
Po dosazeni zafizeni dostavame stavovy popis uzavieného systému
k+1 1 k
€0 1064098, &4, 1y: k=0.1.2..
Suk+nl ® ofeloll &l
y(k) =[0.004675 0.004833] eX1( )u
A
Odpovidajici diskrétni pienos uzavieného systému ma tvar
Y(2) 0.004833z + 0.004675

=c'(2d - A+bk")'b=
U, (2 z

nema vSak jednotkové statické zesileni.

FZ(Z) =

2

Pro uréeni kkomp vyuzijeme vétu o kone¢né hodnoté

L!@T y(KT) = I|m (z- DY(2) = I|m (z- YF,(2U, (z)—Ilm (z- DF,(2) Keonp 21:
2_
- lim (z- 1) 0.0048332-:0.004675 Ko Z 1w Keony =105.1746
®1 7 z-1

Simulaci diskrétniho fizeni a diskrétni odezvy spolu s prubéhem odezvy spojitého systému
znézornuje nésledujici blokoveé schéma.

Simulaci 1ze ovéFit, Ze regulovany vystup nabyva poZadované hodnoty ve dvou krocich, tedy za
0.2 sec., spojity regulovany vystup y(t) zistva na pozadované hodnoté " t,t 3 2T .

Sekvence zpétnovazebniho #izeni je po dvou krocich nulova a systém jiZ neni Fizenim ovliviiovan.
Jedna se o tzv. silnou verzi kone¢ného poctu krokii regulace.
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Pri simulaci dostaneme vysoké hodnoty fizeni u(0),u(l), které vyplyvaji z kratké periody
vzorkovéani az minimélniho po¢tu kroka regulace.

h.o04gsss G 1
1051745 g

F Y Gain? 0 009675 Scope
Step Gaind i 1 S|
— - - -
+ = = Fainz
4 Unijt Dela Unit Drelayd
Whm Y ¥ - 1 ]

hd

Ll
T oas Gaint 52+t
. Transfer Fend SeopeZ
0.a0g2
Scope
0.9092

)
A
G
3

Y

9.12. Dynamicky regulator pro fizeni skokove odezvy polohového
servosystému s kone¢nym poctem kroku regulace

Jak bylo ukézano v predchozim odstavci, navrh diskrétniho linearniho stavového regulatoru pro
Fizeni skokové odezvy s minimélnim poctem krok:: pro regulacni odchylku a rizeni (w(t) - y(t) =0,
u(t)=0 pro t3 nT) predpokladal meritelnost vektoru stavu a kompenzaci zesileni.

Predpokladejme nyni, Ze stav systému neni métitelny — je metitelny pouze vystup - a zabyvejme se
névrhem diskrétniho dynamického regulétoru pro /izeni skokove odezvy s konechym (- minimalnim)
poctem krok:: regulace a rizeni.

Z divodu, které vyplynou z pozdéjSi analyzy se omezime na problém ftizeni skokové odezvy
polohovych servosystémi , ktery je v praktickych situacich dosti frekventovany a dilezity (fizeni
polohy ramena robotického manipulatoru ¢i raménka se snimac¢em u CD mechanik, Fizeni posuvu u
obrabécich stroji, Fizeni hydraulickych ¢i elektrickych servomotora a pod.).

Ve vSech téchto pripadech se obvykle vyZaduje co nekratSi doba odezvy na skokovou zménu
pozadované hodnoty, piresnost regulace a také realizovatelnost ak¢énich zésahu.

Formulace problému:
Je dan spojity model polohového servosystému, popsany prenosem
_Y() _, b(p)
F.(p) = =K (9.104)
7 U(p) C pa(p)
kde b(p),a( p) jsou monické nesoudélné polynomy, st a(p) = n- 1, & b(p) £n- 1, K je zesileni.

Diskrétni model systému s tvarovacem 0. ¥adu a pii zvolené periodé vzorkovani T matvar
Y@ _\ _ b@

F.(2) = 9.105
s(2) 00 Sz na@) (9.105)
kde b(z),a(z) jsou monické nesoudelné polynomy, st b(z) = s a(z) = n- 1.
Diskrétni pienos 1 DoF reguldtoru uvaZzujeme ve tvaru
_U@®@_, d@
F.(2) = =K 9.106
(D=E 5= Ko (9.106)

kde d(2),c(z)jsou monické nesoudélné polynomy, st d(z) = & ¢(z) = n- 1,
E(2) je Z-obraz regulacni odchylky e(k), e(k) =w(k)- y(K).
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PoZadujme, aby pr/i regulaci skokové odezvy i diskrétni dynamicky regulétor, podobné jako
diskrétni stavovy regulétor, zajistil  poZadovanou hodnotu regulovaného vystupu za minimalni
pocet krokii regulace k = n a setrval na této hodnote i ve vSech casovych okanvicich
tT [KT,(k+DT]," k. Jinak /eceno, pozadujeme nulovou regulacni odchylku po n krocich regulace
nejen v diskrétnich casovych okamzicich, alei ve spojitém case.

To |ze zajistit poZzadavkem, aby takeé rizeni bylo po n krocich nulové a nebyl tak ovlivizovan rizeny
systém—jedna se 0 jiZ zminenou silnou verzi kone¢ného poctu kroki regulace.

Pozadujeme tedy, aby regulacni odchylka e(k) atizeni u(k) byly konetné sekvence a aby platilo

et)=0 U u(t)=0 prot3 nT (9.107)
Vyjdéme z prenosi referenéniho signalu na tizeni a na regulacni odchylku v uzaviené regulacni
smycce:

d(2)
F V2. FR@ ) _ Kq(z- Da(2)d(2)
CUTWE) 1R @F(D) (pk . P@A@) T (z- Da(2)e(2) + K Kb(2)d(2)
> " (z- Da(z)c(2)
(9.1083)
F,.(2)= E(2) _ 1 1 _ (z- Da(2)c(2)

W) 1+F@F(D 1,k P@ID  (z- Da(dc(2) + KK b(2)d(2)
> (z- Da(2)c(2)
(9.108b)
Charakteristicky polynom uzaviené smycky a, (z) je pro oba prenosy stejny:

a,(2) = (z- Da(2)c(2) + KK b(2)d(2), piicemz st a,(2)=2n-1  (9.109)

Pro docileni n-krokové odezvy u(k) a e(k) na skokovou zmenu w(t) musi byt n pdli uzaviené
smycky umisténo v nule a tomu odpovida poZzadovany tvar charakteristického polynomu uzaviené
smycky a () =z". Ten je ovdem niZ&ho stupné nez charakteristicky polynom uzaviené smycky
a,(2) aje zrggmé, Ze vzhledem k (9.107) musi dojit v obou prenosech (9.108a), (9.108b) ke
spolecnému kraceni citatelii a jmenovateli néjakym polynomem stupné (n-1).

Timto polynomem je polynom a(z), ktery se musi ve jmenovateli kratit s polynomem d(z), nebor’ je
podle prredpokladu nesoudelny s b(Z).

Problém vede na 7eSeni Diofantické rovnice
(z- Da(2)c(z) + KKb(2)d(2) = z"a(z) , pii d(z) =a(2) (9.110)

Navrh regulatoru pro minimalni pocet kroki regulace a Fizeni (silna verze):
1/ Polozime d(z) = a(2)
2/ Polynom c(z)a K uré¢ime feSenim Diofantické rovnice (po vykréceni d(z) = a(2)):
(z- De(z2) + KKb(2) = 2"
3/ Zesileni reguldtoru K 1ze také uréit z poZzadavku na jednotkové zesileni pienosu uzaviené
smyeky Vv ustdleném stavu (a po vykréaceni a(z) =d(z)):

lim Fou(@=lim fsfP@ oq p =1 g
®1 ' ®1 2" Ksb(l)
4 Fyn)=28 - 92
E(2) c(2)
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_Z .
z2-1

Vypodet kone¢nych sekvenci {u(k)}is a {e(k)}i pii w(t) =1t], resp. W(2) =
Kg(z-1Dd(2) z

U(2) =F,,(2W(2) = =Kg(z" +d ,z"?+..+d,z+d,)z"Y =

2" z-1
= Ky(@+d, ,z'+...+d,z™? +d,z ") ... U(2) je polynom konecného stupné!
E(2) = F,,.(9W(2) = (z- 120(2) Z]_ = (2" +c, 2 P+ r gz MY =
’ z Z-
= (1+c, ,z  +....+c,2"? +¢c,2 ™Y ... E(2) je polynom konecného stupné ! (9.1112)
Po transformaci do c¢asové oblasti dostavame:
{utohs ={Kn KedyorKed Kedo},  {elkobcy ={Le, o006} (9.112)

Pri fizeni skokové odezvy se polynomialni zlomkyU (z), E(z) mohou stat polynomem kone¢ného
stupné jen v pripadé, Ze fizenym systémem je polohovy servosystém.

Jen v tomto pripadé dochézi k nutnému kréceni ¢lenu (z- 1) v (9.111), jinak bychom dostali
polynom nekonecného stupné. Pri minimané-krokovem tizeni je dobaregulace T, =nT .

Zkréaceni doby regulace zavedenim kratSi periody vzorkovani T vede na velké ¢i nerealizovatelné
hodnoty 7izeni. Pro snizeni hodnot 7izeni je nutné zvetSit periodu Fizeni T a/nebo navrhnout
regulator s vetSim poctem kroki regulace.

Navrh regulatoru pro zvySeny pocet kroka regulace a fizeni (N > n, silna verze):
Pozadujeme-li pocet kroku regulace a fizeni N > n, budeme ieSit Diofantickou rovnici pro
reguldtor f&du N - 1 a spoZadavkem na umisténi N pola do nuly. ProtoZe v prenosech (9.108)
musi byt opét vykrécen polynom a(z), sta(z) =n-1 s polynomem d(z), std(z) =N- 1,
poloZime

d(z) =a(2)a(z), kde a(2) je libovolny monicky polynom stupné N - n. (9.113)

Problém vede na 7eSeni Diofantické rovnice
(z- Da(2)c(2) + KK b(2)d(2) = z"a(z), pro d(2) =a(2)a(z) (9.114)

Navrh regulatoru pro zvySeny pocet krokiz regulace a Fizeni (N > n, silna verze):

1/ Pro specifikované a (z) uréime d(z) =a(2)a(2)

2/ K; ac(z),sc(z) =N - 1, urcime feSenim Diofantické rovnice (po vykraceni):
(z- Dc(2) + KK pa(2)b(2) = 2"
3/ Zesileni reguldtoru K 1ze také uréit z poZzadavku na jednotkoveé zesileni pienosu uzaviené
smycky v ustdleném stavu (a po vykréceni a(z) =d(z)):
KSKRaéz)b(z) _ K = 1

lim F,,(2) = lim 1P Ke= g PO 0,200
4 Fyn)=28 - 92
E(2) c(2)

Poznamenejme, Ze zavedeni polynomu a(z) zavadi do navrhu regulatoru N - n stupid volnosti,
nebot’ koeficienty tohoto polynomu jsou soucésti polynomu regulétoru d(z) =a(z)a(z)
akoeficienty polynomu K d(z) uréuji ptimo hodnoty tizeni v sekvenci (9.111).

Koeficienty polynomu a (z) Ize tedy vybrat s ohledem na realizovatelnost hodnot tizeni nebo urcit
jejich hodnoty jako vysledek parametrické optimalizace dle néjakého kriteria optimality.

Tyto Ulohy v&ak jiz prekratuji ramec zaméieni prednasek LS2.
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Navrh regulatoru pro minimalni pocet kroki requlace (slaba verze):

Pokud poZadujeme, aby pii regulaci skokové odezvy polohového servomechanismu regulovany
vystup y(t), t=KT, nabyl poZadované hodnoty za minimalni pocet krokt regulace k=n a
podrzel tuto hodnotu pouze v diskrétnich ¢asovych okamzicich t =kT, k > n (tedy nikoliv ve
spojitém case t1 [KT,(k+1DT]," k), pripoudtime tak nenulové fizeni u(k) i po n krocich a
hovoiime o dabé verzi kone¢ného poctu krokii regulace.

Pro navrh regulétoru vyjdeme z pienosu (9.108b):
_E(2) _ 1 _ 1 _ (z- Da(2)c(2)
Few(z) - - - -
TIWE) HR@F@) ik k. P@AD  (z- Da(2)c(2) + KK b(2)d(2)
> " (z- Da()c(2)

Pro docileni n-krokové odezvy e(k) na skokovou zmenu w(t) musi byt n pdli uzaviené smycky
umisténo v nule a pozadujeme tedy opét a (z) = z", ktery je nizho stupné nez charakteristicky
polynom (9.109) uzavicené smycky a,(z) . V prenosu (9.108b ) musi opét dojit ke kraceni citatele a
jmenovatel e nejakym polynomem stupne (n-1). Timto polynomem bude nyni polynom c(2), ktery se
musi ve jmenovateli zkrétit s polynomem b(z) , nebor’ prredpokladame jeho nesoudelnost s d(2).

Problém vede na 7eSeni Diofantické rovnice
(z- Da(2)c(z2) + KKb(2)d(2) = z"c(2) , pii c(2) =b(2) (9.115)

Navrh regulatoru pro minimalni pocet kroki regulace (daba verze):

1/ PoloZime c(2) =b(2)
2/ Polynom d(z)a K ur¢ime feSenim Diofantické rovnice (po vykréaceni b(z) =c(z2)):
(z- Da(z) + KKrd(2) = 2"
3/ Zesileni reguldtoru K 1ze také uréit z poZzadavku na jednotkoveé zesileni pienosu uzaviené
smycky v ustdleném stavu (po vykréceni b(z)=c(z)):

lim F,o(2)=lim <K@ —g 5 =1 gamyag
®1 ' ®1 z" st(]_)
4 Fyn)=28 - 92
E(2) c(2)

Slaba verze konecného poctu kroki regulace ¢asto zpusobuje oscilace spojité regulované veliciny
y(t) mezi okamviky vzorkovani v dusledku stabilni nuly se zdpornou rednou ¢ésti, kterd se
objevuje v polynomub(z) diskrétniho modelu systému pii krétké periodé vzorkovani.

ProtoZe plati b(z) =c(z), stava se ,,nulovy“ polynom systému ,,p6lovym® polynomem regulétoru a
pol se zpornou redlnou ¢asti je divodem oscilujiciho tizeni, atedy i oscilujici regulované veli¢iny.

Sekvence tizeni pii slabé verzi je nekonecnou (stabilni) sekvenci, nebot’ polynomiélni zlomek
U(2) = F, . (9W(2) = Kk(z- Da(z)d(2) z _ KRa(nz)d(z)z (9.116)
’ (z- Da(2)c(2) + KgKgb(2)d(2) z-1 z'c(2)
pii c(2)! a(z) nelze délenim prevést na polynom konec¢ného stupné, a tedy na konecnou
sekvenci. Pro silnou i slabou verzi uvedeme ilustrativni priklad.
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Piiklad 9.12:
Y(p)_ 05
U(p) p(p+0.05)

navrhnéte ¢islicovy regulator s minimanim poétem kroki pro fizeni skokové odezvy nareferenéni signal wi(t) = 1[t].
Regulator navrhnéte pro silnou i labou verzi. Periodu vzorkovéani volte T = 1sec.

Pro spojity servosystém popsany prenosem Fg(p) =

Regent:
1/ Ur¢imediskrétni model spojitého systému s tvarovacem 0. fadu:

F.(2) = Y(z) _ Kgb(z) _ 0.2459z+0.2418 _ 0.24588(z +0.9835)

S U(2 (z-Da(z) z*-1951z+0.9512 (z- 1)(z- 0.9512)
2/ Systém je druhého fadu, minimdlni pocet kroka n = 2, dynamicky regulator bude 1. fadu
+
F.(2) = U2 _ K. d(2) _ K. z+d,
E(2) c(2) z+c¢,

Silna verze
d(z) =a(z) =z- 0.9512
Diofantickarovnice: (z- 1)c(z) + KK b(2) = Z°
(z- )(z+c,) +0.24588K (2 +0.9835) = 2 ® C, =0.4959, K, =2.051

Fe(2) :@ = KR—Z+d0 = 2,051%
E(2) Z+¢, Z+0.4958

Slaba verze:

c(2) =b(z) = z+0.9835

Diofantickarovnice: (z- 1)a(z) + K;Kd(2) = 2"

(z- I)(z- 0.9512)+0.24588K . (z+d,) =z> ® d, =-0.4875, K, =7.9355
R 0 0 R

(nulaje-0.9835!)

Simulaci dle uvedenych schémat |ze oveétit prabehy diskrétni i spojité odezvy, regulaéni odchylky afizeni v silnéi
dabé verzi. Slaba verze vykazuje zminéné oscilace spojité regulované veiciny.
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9.13. Navrh regulatora pro LDS sdopravnim zpozdénim — Smithav prediktor
Velmi oSidny problém, ktery je nutno pri ndvrhu zpétnovazebnich regulétort prekonat, predstavuiji
procesy sdopravnim zpozdénim. S dopravnim zpozdénim se setkdme zejména u kontinualnich
technologickych procesi, kde dochézi k transportu zpracovavaného materidlu z mista pasobeni
ak¢niho organu do mista, kde je umistén snima¢ regulované velic¢iny. Vzdalenost mezi témito
misty délena rychlosti transportu udava hodnotu dopravniho zpozdéni t .
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A Simplified Rolling Mill Vysvétlivky:

Rl SP(t) ... pozadovana hodnota (w(t))
PV(t).... regulovany (méieny) vystup y(t)
CO(t).... fizeni u(t)

Controller S .... vzdalenost
V.....rychlost

] Piston ...akéni orgén, hydraulicky
Adjustable rollar thickness -+-axenl organ, ny yo .
gage servomotor pro prestavovani

7 pracovniho vélce
. Optical thickness gage....opticky snimag
tloustky

v
i e
Fixed roller | inchesisecond) | ontroller ... regulétor

8 (inches)

lustrativnim piikladem je napt. regulace tloustky plechu na vélcovaci stolici (viz obrézek).

Dopravni zpozdéni je pricinou toho, Ze Gcinek akéniho zasahu miZe byt detekovén az po uplynuti
této doby a reguldtor (obvykle Pl nebo PID), nemaje informaci o dusledcich svého zasahu na
regulovanou veli¢inu, generuje i nadale fizeni s cilem potlaceni regulacni odchylky. To bude mit
za nasledek, Ze po uplynuti doby zpoZdéni odmérend hodnota regulované veliciny bude
signalizovat piekompenzovani pozadované hodnoty, a tedy opa¢né znaménko regula¢ni odchylky,
ktera maze mit jesté vétSi hodnotu neZz pred akénim zésahem. Velikost piekompenzovani a

tendence k nestabilité bude zaviset natom, jak ,agresivné” jsou nastaveny parametry reguldoru a
jak velké je dopravni zpoZdéni. V tomto smeru je kriticka zejména integracni slozka regulatoru.

Jednu z moZnosti jak upravit nastaveni parametra Pl , PID reguldtora pii fizeni systémua
s monotonni prechodovou charakteristikou a s dopravnim zpozdénim uvédi jiz Ziegler a Nichols
ve svych empirickych metodach:

Integracni konstantu K, vydélit t 2 a proporciondlni konstantuK vydélitt , . Derivacni konstanta
K, dopravnim zpozdenim ovlivnéna neni.

Jinou strategii fizeni systémia sdopravnim zpozdénim voli Smithiv prediktor. Strategie vychazi
z predstavy, Ze reguldtor by mél mit informaci o dopravnim zpoZzdeéni, aby v této dob¢ nereagoval
na zéklad¢ , starych* hodnot métenych veli¢in. Jinak receno, regulator by mél néjakym zpasobem
Ziskat nezpozdénou informaci o hodnote regulované veliciny.

Regulaci tloud’ky plechu lze znézornit regulacnim obvodem dle nasledujiciho schéma:

w e u Y y

y

PoZadavek na ziskéni informace o nezpozdéné hodnoté regulované veliciny bychom mohli
hypoteticky ziskat zarazenim (nerealizovatelného) prediktoru s pienosem e"™¢ do zpstné vazby.
Prenos uzaviené regulacni smycky by mél tvar (pii v = 0)
- Pty
F,u(p) = Y(P) _ Fs(p)FR(p)t_e __- Fs(PFr(P) ., (9.117)
W(p) 1+Fs(p)F(p)e ™ e™ 1+Fs(p)Fa(p)
CoZ znamend, Ze by se dopravni zpozdéni dostalo mimo uzavienou regulacni smyckul.
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Regulovana velicina by samoziejmé reagovala se zpozdénim na zmeény referencniho signalu, ale
regulétor by bylo mozno navrhnout stejnym zpiasobem jako u systémi bez dopravniho zpozdéni.
V podstat¢ téhoz efektu je mozno dosdhnout realizovatelnou strukturou Smithova prediktoru:

w e u

Gy | Q| P

A

y

T
wn
—~
©
~

@,

2

A

Fs(p)

\ 4
\ 4

<>

M odel systému bez zpozdéni

Predikovany vystup y

Smithiv prediktor obsahuje krome klasické zpétnovazebni smycky jeste vnitini smycku, sestavajici
zmodelu Ifs( p) 7izeného systému se separovanym dopravnim zpozdenim. Zpétna vazba je tak
odvozena od predikovaného vystupu s prictenou poruchou, ale neobsahuje zpozdeni.

Dadle ukaZzeme, Ze tato strategie bude funkéni pouze za idealizovaného, obtizné splnitelného

piedpokladu, Ze model bude presné odpovidat rizenému systému.
Blokové schéma upravime

w e u i \' y
G, Fe(P) Fo(p) €™ @

Fo(p)fL- e ™)

v

auréime opét pirenos uzaviené regulasni smycky se Smithovym prediktorem:
Fs(p)Fe(p)e ™
Y(p) _ 1+F(PFa(pL- €™ _ Fs(P)Fy(p) -y
W) 4, F(Fa(pe™ 1+ F(p)Fe(PL- €™ |+ Fo(p)Fa(ple ™
1+ F(p)Fa(P)fL- & ™|

Fyw(P) =

(9.118)
Vaimnéme si, Ze pri Ifs(p) = F¢(p) dostavame prenos uzaviené regulacni smycky sdopravnim
zpozdénim mimo regulacni smycku a pirenos odpovida pirenosu (9.117), ktery byl ziskén pouZitim
hypotetického prediktoru.
Pri pouZiti nepiesného modelu bude regulétor sice dobre ridit fiktivni regulovanou promeénnou,
0 které dostava informaci prostiednictvim modifikované zpétné vazby, ta viak miaze mit mélo
spole¢ného se skutecnou regulovanou veli¢inou.
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Uvedme je&té variantu Smithova prediktoru pro stabilni systémy, kterd wvyplyva znavrhu
regulatoru sinverznim modelem systému (invertuje se pouze ¢ast prenosové funkce systému bez
dopravniho zpoZdéni!)

w e u v ,
3 IS oy I ey V. S
Rp=FMEE | X« Z

'fs(p)e-[I >

Zaverecna poznamka ke klasi ckym metodam navrhu regulatorai:

Mez metody navrhu regulétorii uvedenymi v této kapitole je nutné zapocitat i frekvencni metody,
které byly vysvetleny nebo alespor: naznaceny jiz v 7. kapitole ,, PoZzadavky na regulacni obvod a
navrhova omezeni“ .

Jedna se zeiména o navrh korekcenich clanki: — regulétorii dle poZzadované bezpechosti v zesileni a
faz, potlaceni poruch, kmitavosti, resp. navrh regulétor:i vychazejici z pozadavki: na tvarovani
priibehu frekvencni charakteristiky otevicené regulachi smycky.
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10. REKONSTRUKCE STAVU DETERMINISTICKEHO SYSTEMU

V predchozi kapitole jsme pri navrhu stavovych reguléori vychézeli z predpokladu, Ze stav
fizeného systému je métitelny. Zpravidla neni mozné merit vSechny stavové veliciny (nedostupnost
meéteni, neexistence vhodnych ¢idel, vysoké néklady) a je nutno uréit stavoveé velic¢iny na zéklade
znalosti modelu fizeného systému a meéieni vstupnich a vystupnich veli¢in na redlném systému.

Z analyzy linedrnich systéma vime, Ze uréeni vektoru stavu systému na zékladé méfeni jeho
vystupu je podminéno pozorovatelnosti. Nabizi se tak moznost vypoétu vektoru stavu s vyuZitim
explicitniho reSeni vystupni rovnice (LS 1, 5.28):

k-1
y(k) = CA*x(0) + § CA* "*Bu(j) + Du(k)

j=0
Chceme-li v&ak ziskat aktualni stav ve vSech ¢asovych okamzicich, je tento postup nevhodny a
vypocet neefektivni. Davame proto pirednost rekurzivnimu algoritmu, ktery je implementovan v
podobé dynamického systému — rekonstruktoru stavu.
V této kapitole vysvétlime princip rekonstrukce stavu, ukaZzeme pristupy k navrhu linearniho
asymptotického rekonstruktoru stavu a budeme analyzovat vlastnosti spojeni rekonstruktoru se
stavovym regulatorem - dynamického kompenzatoru.

10.1. Linear ni asymptoticky rekonstruktor stavu (spojita ver ze)

Predpokladejme, Ze je dan stavovy model fizeného spojitého, pozorovatelného SISO systému,

S K(t) = AX(t) +bu(t),  x(t,), x(t)T R" jsou nemetitelng, u(t)T R*, y(t)T R (10.1)
y(t) = cTx(t) y(t) je mereny vystup

jehoz meéireny vstup avystup je priveden do nespecifikovaného bloku rekonstruktoru stavu.

Vystupem tohoto bloku by mél byt pribézné rekonstruovany stav, ktery oznacime X(t) .

u(t S: (A,b,c) .
® x(0), x(to) > y(®)
y(t) 4_.5“(_3%“-? Rekonitruktor
LX) '

Hledejme odpoveéd’ natii otazky:
1/ Jakou strukturu by meél mit rekonstruktor?
2/ Jaké vlastnosti by mél mit rekonstruovany stav X(t) ?

3/ Jak navrhnout parametry rekonstruktoru?

Ad1/ Rekonstruktor stavu je zigjme dynamicky systém, na jehoZ vstup je priveden meritelny
vstup u(t) a vystup y(t) Fizeného systému a vystupem rekonstruktoru je rekonstruovany stav

X(t) resp. rekonstruovany wystup y(t) = c"X(t) .

Z této formulace vyplyvd, Ze rekonstruktor miZzeme formalné popsat savovym modelem:

Rek.:  &(t) = FR(t) + gu(t) +ky(t), X(t,)je po¢. podminka rekonstruktoru, x(t,) * x(t,) (102)
y(t) = cTK(t) F, g,k jsou prozatim neurcené matice

Pokud zvolime dim X(t) =dim x(t) = n, budeme hovofit o Uplném rekonstruktoru stavu.
Jestlize dimk(t) <dim x(t), hovotime o redukovaném rekonstruktoru stavu (f&d rekonstruktoru
Ize snizit 0 pocet linedrné nezavislych vystupi systému — u SISO systémi tedy o jeden iéd).
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Ad2/_Od rekonstruovaného stavu budeme poZadovat nadedujici viastnosti:
a/ Rekonstruovany stav X(t) by meél konvergovat ke skutechému stavu X(t) .

b/ Rekonstrukce stavu X(t) by neméla zaviset na vstupu u(t) a na stavu x(t), ve kterém se
Fizeny systém nachaz.

Ad3/ Definujme chybu rekonstrukce e(t) = X(t) - x(t) .
Pro navrh Uplného asymptotického rekonstruktoru stavu musime poZadovat, aby
!(I@I’;l e(t) = l!@l’g X(t) - It!@ry X(t)=0 (10.3)

Casovy vyvoj chyby rekonstrukce e(t)dostaneme po jeji formélni dasové derivaci a dosazeni
rovnice systému a rekonstruktoru
d(t) = () - K(t) = FX(t) + gu(t) +ky(t) - AX(t) - bu(t) + Fx(t) - Fx(t) (10.4)

Po Uprave vidime, Ze chybu rekonstrukce generuje fiktivni dynamicky systém
d(t) = Fe(t) + (F - A+kc")x(t)+(g- but), e(0)20 (10.5)

Pozadavky Ad2/ na rekonstruovany stav X(t) jsou soucasné poZadavky na chybu rekonstrukce
e(t) . PoZzadovanou nezavislost rekonstruovaného stavu X(t) navstupu u(t) astavu x(t) zaruéime,

jestlize polozime (F - A+kc')=0a(g- b) =0.
Musi tedy platit: F = A- kc" a g =b, kde k zastava prozatim neuréenou matici nxl.

Fiktivni dynamicky systém pro chybu rekonstrukce se stéva autonomnim systémem , ktery reaguje
jen na nenulové pocatecni podminky

é(t) = Fe(t) , e(ty) =X(t,)- X(t,)* 0 b X(t,)* x(t,) (10.6)
Tento systém musi byt stabilni, aby bylo spinéno (10.3).
Stabilita je dana umisténim vlastnich ¢isel matice F = A- kc', respektive umisténim péla
odpovidajiciho charakteristického polynomu det (pl - A+kc').

Volbou poZadovaného umisténi polé p. , i =1,...n aporovnanim polynomt

8 \ e . .
det (pl - A+kc’) =Q (p- p)=p"+a,,p" " +.a p+a (10.7)

i=1

uréime matici k , atedyi F = A- kc',

Rovnici navrzeného rekonstruktoru ziskame dosazenim F = A- kc' a g=b do (10.2):

Rek: (t) = (A- kC)R(t) +bu(t) +k y(t), X(t,) (10.8)

9(t) = c"X(t)

PouzivangjSi tvar rekonstruktoru ziskadme po Upravé

Rek: &(t) = AX(t) +bu(t) +k gy(t) - ch(t)EI, X(t,) (10.9)
y(t) = cTR(t)

Z této struktury vyplyva dulezita inter pretace rekonstruktoru:

Rekonstruktor je paralelni model systému 7izeny , inovacni vazbou“, ziskanou zrozdilu mérené
hodnoty y(t) a rekonstruovaného vystupu Y(t) , ndsobeného ,, ziskovou matici rekonstruktoru” K .

Rekonstrukce je nefunkeni proX(t,) = x(t,) a rekonstruktor je pouze paralelnim modelem systému.
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Blokové schéma rekonstrukce stavu:

u(t) S: (Abc) -
K(t) X(t), X(to) > y(t)
‘\7('[) E §= Ax+bu+k(y- c'R)
b X(t) * x(t,)
R(t)

Linearni asymptoticky rekonstruktor stavu (diskrétni ver ze)

Pro pozorovatelny diskrétni lineérni dynamicky systém s nemétitelnym stavem

S x(k +1) = Ax(k) +bu(k) ;  x(0), x(k)T R", u(k), y(k)T R*, k=0,1,.... (10.10)
y(K) =c"x(k)

|ze analogickym zpusobem odvodit rovnici Uplného diskrétniho rekonstruktoru stavu

Rek.. X(k+1) = AX(k) +bu(k) +k gy(k) - ch((k)E] ; X(0)1 x(0), k=0,1,... (10.12)
9(K) =c"x(K)

aurcit ziskovou matici rekonstruktoru k .

Strucna charakteristika diskrétni ver ze rekonstrukce stavu:
V diskrétni verzi miazeme kromeé asymptotické rekonstrukce stavu poZadovat rekonstrukci
ve smyslu kone¢ného poctu kroki rekonstrukce.
Stavova rovnice diskrétniho rekonstruktoru nabizi interpretaci rekonstruktoru jako
prediktoru rekonstruovaného stavu o jeden krok: X(k) ® X(k +1).

Rekurzivni algoritmus rekonstrukce stavu vyplyva piimo z rovnic rekonstruktoru.

Spojity i diskrétni rekonstruktor mazeme pouZit i pro rekonstrukci stavu nestabilniho systému
( chybarekonstrukce e je stabilni).

Priklad 10.1: Navrhnéte Uplny asymptoticky rekonstruktor stavu pro nestabilni spgjity LDS, popsany pienosem

(o2 Y(P) _ p+2

s(p)=—~"=——

U(p) p°-1

Funkci rekonstruktoru ovétte simulaci pii jednotkovém skoku na vstupu a pri volbé pocatesnich podminek
rekonstruktoru X, (0) = -3, X,(0) = 2.

. Ply rekonstruktoru zvolte p; = p, =- 2.

ReSeni:
é 1u €0u

1/ Urgime Frobeniovu stavovou reprezentaci systému: A= a gr b=a g ¢’ = [2 1]
& oy &l

2/ Urg¢ime matici dynamiky rekonstruktoru (10.8):

6- %, 1k _du

gl' %, -k,q : 2H

3/ Ziskovou matici rekonstruktoru K ur¢ime porovnanim
det (pl - A+kc)=(p+2)? b k,=1,k,=2

A-kCT: k =
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Rovnice rekongtruktoru: &((t) = (A- kc")X(t) +bu(t) +k y(t), X(0)* x(0)
9(t) = cTR(1)

nebo &(t) = AX(t) +bu(t) +k By(t) - CX(DF, X(0)* x(0)
(1) = c"X(t)
Simulagni schéma systému s rekonstruktorem

Osciloskopy zobrazuji méteny vystup systému v porovnani s rekonstruovanym vystupem a chybu rekonstrukce
vystupu. Rekonstruovany stav je na vystupech integratora.

=+2

| . - | .
- 2o - L1
Stepz T far F
ransfer Fon - e—
1
eainq Faind
i
O+
[
4%, Fainz o, Baing Scope
Y ry
1 i el 1
= r\i)’ = =
Integrator *Faini Integratord
1 I=

10.2. Redukovany rekonstruktor stavu (L uenberger v, minimalni)

ProtoZze zmereného vystupu systému ziskdvame vzdy informaci o stavu systému, neni nutné
navrhovat rekonstruktor s /adem rovnajicim se dimenz vektoru stavu systému. Obecné |ze 7ad
rekonstruktoru snizit o pocet nezavise merenych vystupi: systému. Pocet nezavise meérenych
vystupzi je také urcen rozmerem nejvetsi regularni submatice v matici vystupu C.

UvaZzujme spojity, pozorovatelny LDS s r vstupy a p vystupy

S k(t) = Ax(t)+Bu(t), x(t,), x(t)T R" jsou nemétitelné, u(t)i R, yt)T R° (10.12)
y(t) = Cx(t)

Predpokladejme, ze C=[C, GC,], kde C,..px(n- p) a C,...pxp jeregularni submatice.

Potom systém S bude mit p nezévisle méienych sloZek vektoru vystupu y(t) a redukovany

rekonstruktor maze mit minimalni ¥tad n- p.

A% ()6
Prevedeme-li systém S(A, B,C) transformaci stavovych proménnych X(t) = g_:l(t;E:Tx(t) na
AU

ekvivalentni stavovou reprezentaci S(A,B,C), ve které bude p slozek vystupu systému y(t)
primo ztotoZznéno s p sloZzkami subvektoru stavu X, (t) , navrhneme rekonstruktor pouze pro
zbylych n- p slozek X (t) vektoru stavu X(t) .

Z uvedeného vyplyva, Ze regularni transformagni matice ekvivalence T a T™* magji tvar

él  0u L, é | Ou

T= 0, Tl=a G (10.13)
g(:l CZH g’ C21C1 Czlg
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Matice A, B,C ekvivalentni stavové reprezentace jsou dany transformagnimi vztahy

_ o _ _ é | 0u
A=TAT, B=TB, C=CT"=[C; Cl¢ .. ~20=[0 1] (10.14)
€ Y2 ™ 2 U
Po transformaci dostaneme ekvivalentni systém
S: X(t) = AX(t)+Bu(t), X(t,), X®)T R", u®)T R, y(t)I R (10.15)
y(t) =CX(1),
.. — éA. AU - éBu = R <> (3 1 Y
pricemz A:g%l 223 B:gglzg, c=[0 1], x(t):g}_((t)lfj, % ()T R, %,(t)1 R
1 2 2

Respektujeme-li rozloZeni stavu X(t) na subvektory X (t) a X, (t), maji systémové rovnice tvar
S: X =AXMO+AXM+Bu®), X(t)
%,(t) = A% (1) + A% (1) + Bu(t), % (t)
y(t) =%, (t) (10.16)
Vzhledem k vystupni rovnici y(t) = X, (t) , maZzeme druhou stavovou rovnici piepsat
S: % () = AX 1)+ Ay(t) +But)
¥(1) = AR (1) + Apy(D) + Bu(t) (10.17)

ProtoZe v této reprezentaci je p slozek vektoru stavu piimo meteno vystupem y(t) = X,(t) ,
potiebujeme navrhnout rekonstruktor pouze pro X, (t) . VSimnéme si, Ze druharovnice v (10.17)
obsahuje informaci o X(t), kterou |ze ziskat pozorovanim (u,y, ¥):

A% =Y%- Ay- Bu (10.18)

Tuto informaci vyuZijeme v redukovaném rekonstruktoru stavu v “inovacni vazbé” - analogicky
jako u Uplného rekonstruktoru.

Redukovany rekonstruktor (dim >_<1 =n- p) je popsan rovnici
Rek.: %(t)=A%M)+A,yM)+Bu®) +k (AXO- AX®). %(t)! %(t,) (1019
n =

kde k je prozatim neurcend ziskova matice rekonstruktoru (n- p)x p.

Z (10.17) a(10.19) zjistime, Ze pro chybu rekonstrukce e, (t) = X,(t) - X,(t) plati
&) =(A;- k Aye(t) (10.20)
Tento systém musi byt stabilni, aby byl splnén poZadavek na asymptotickou rekonstrukci stavu:
lim e (t) =limx(t) - limx,(t) =0 (10.21)
Rychlogt rekonstrukce Ize ovlivnit umisténim vlastnich ¢isel matice(A, - k A,), respektive
umisténim polt odpovidajiciho charakteristického polynomu det (pl - A, +k A,).

Ziskovou matici rekonstruktoru k Ize urgit z poZadovaného umisténi péla p, i=1..n- p,
porovnanim polynomu
_ _ P . n- o o * *
det (pl - A;+K A) =O(p- p)=p""+a, ,,p" " +.ap+a (10.22)

i=1
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Pro vlastni realizaci redukovaného rekonstruktoru upravime (10.19) dosazenim za zprostiedkovang
mérené A, X, z(10.18):

Rek.: %(t) =A%)+ A,y(1)+Bu® +k (YD) - Ay - Bu(t)- AX®) (10.23)
Eliminujme je&té nevhodnou derivaci vystupni veli¢iny zavedenim nové proménné V(t) :
W =%®-kylt) ® $=%-ky a X =0v+ky (10.24)

Po dosazeni a Upravé dostavame rovnici redukovaného rekonstruktoru

Rek.: é(t) = ('Ku -k 'KA)\A/(J[) + (§1 -k §2)U(t) + ('Kuk + 'Eiz -k 'Kzz - k le)y(t) (10-25)

Rekonstruktor generuje rekonstruovanou cast vektoru stavu T?l(t) =v(t) +k y(t),
kterou dopliiuje pAimo meritelnd ¢ast - vystup X, (t) = y(t)
V pivodnich souradnicich: — %(t) =T *X(t)

Piiklad 10.2:
Y(p) __ p+2
U(p) p*+v2+2

Systém s rekonstruktorem namodel ujte a ovéite funkci rekonstruktoru simulaci pii jednotkovém skoku na vstupu a pro
zvolené pocétedni podminky na systému a rekonstruktoru.

Navrhngte minimalni asymptoticky rekonstruktor stavu pro systém s prenosem  Fg(p) =

Regent:

1/ Systém prevedeme do Frobeniovy stavové reprezentace S(A,b,c'):
ék(t)u_€0 1 uéx(t)u, éon éx, ()
8, U= & ag, ~utegut); vy =12 1ja " 1y
g0l &2 -V2gee®l &l 2 g o

2/ Systém Smaméeieny vystup Y(t) odvozen jako linedrni kombinace obou sloZek vektoru stavu, ale z métitelného
vystupu vyplyva, Ze minimani fad rekonstruktoru je 1.

ex(tu _éx(tu

é)_(l( )Q:T Axl( )Q do ekvivalentni stavové reprezentace

&0i SO

S(Ab,c’ bude vystup systému y(t) ztotoznén s X, (t) arekonstruovat budeme pouze X, (t) .
2 X

L s . . . -1 ., él Ou -1 é 1 Ol]
Regulérni transformacni matice ekvivalence T a T~ magji podle (10.13) tvar: T = a g- T =é d
2 1 &2 1o

3/ Transformaci stavovych proménnych

4/ Po transformaci dostavame ekvivalentni systém S(A,b,T"):

(MU & -2 1 uex(t)u &n éx (Hu
A = A ;A “+ a ~U(t : k) = 0 1A -
% 088317 oselir it aii® YO=I0 g

ProtoZe v této reprezentaci je Y(t) = X, (t) , navrhneme rekonstruktor pouze pro X, (t).

5/ Podle (10.25) je upravenarovnice rekonstruktoru
¥(t) = (&, - kK@) + (B - kB)u(t) +(@k +8, - ka, - kak)y(t), kde I(t) =X, (t)- ky(t)

Po dosazeni parametrti ekvivalentniho systému dostavame rovnici rekonstruktoru
‘é(t) = (- 2+3.17k)V(t) + (1- K)u(t) + (k +1- 0.58k +3.17k > y(t), V(t) = )_A(l(t) +2y(t), v(0)
6/ Ziskovou matici K ur&ime z poZzadovaného umisténi vlastniho ¢isla matice dynamiky rekonstruktoru, tj.
umisténim pdli odpovidajiciho charakteristického polynomu det (p- @, + K @,,) =det(p+2- 3.17k ).
Volba K =-2 vede narovnici rekonstruktoru se stabilnim plem p = - 8.34:
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§(t) = - 8.340(t) +3u(t) +18.85y(t) , ¥(0)
ktery zarugi rychlou asymptotickou rekonstrukci stavu )_A(l(t) =v(t)- 2y(t) a ﬁz (t)° X (t) = y(t).

7/ Prorekonstruované sl ozky vektoru stavu v ptivodnich souradnicich pouZijeme zpétnou transformaci ekvivalence
e (t)u_é1 Ouéx (1)U
€, u=é ne. U
&) &2 1U@X2 g

Simulaéni schéma a ovéreni funkce rekonstruktoru jsou na nasl edujicich obrézcich:
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10.3. Linearni stavovy regulétor srekonstruktorem stavu
Analyzujme nyni situaci, kdy z diavodu neméfitelnosti stavu X(t) narealném systému bude pro jiz
navrzeny stavovy regulétor pouzit rekonstruovany stav X(t) .

- S: (A,b,ch) R
U X(t, ), X(t -
0 (1), X() o
, Dynamicky kompenzétor* Stavovy Rekonstruktor <
regulator . R <
(1) X(t,)

PredevSim musime zjistit, jaké dusledky zpusobi ndhrada skute¢ného stavu rekonstruovanym
stavem, jak se zmeéni vlastnosti uzavieného systému a zda je pripustné provést oddelené navrh
stavového regulatoru a rekonstruktoru stavu.

Stavovy reguldor suplnym rekonstruktorem stavu je dynamicky regulédtor, f&d uzavieného
systému je dan souctem radu systému a rekonstruktoru (2n). Dynamicky regulator, na rozdil od
stavového regulétoru, by megl zavést do prenosu uzavieného systému i nuly.

Uvazujme fiditelny a pozorovatelny SISO systém:

S K(t) = AX(t) +bu(t) , x(t,), x(t)T R" jsou nemgtitelng, u(t),y(t)T R* (10.26)

y(t) =c"x(t)

Systém je tizen linearnim stavovym regulétorem,

Reg.: u(t) =- k" X(t) +u, (t) (10.27)

ktery vyuzivarekonstruovany stav X(t), ziskany z rekonstruktoru stavu.

Abychom mohli analyzovat vlastnosti stavového reguldtoru s rekonstruktorem, uréime stavovy

popis uzavieného systému, ktery musi byt 2 n-tého f&du. Za stavové promenné zvolime s vyhodou

X, X- X respektive x,e ( snadno Ize dokazat, Ze popis je ekvivalentni s popisem pri volbé X, X).

Po dosazeni za u(t) do (10.26) a Upravé dostaneme stavovou rovnici

X(t) = Ax(t) - bk X(t) +bu, (t) + bk x(t) - bk x(t) = (A- bk")x(t) - bk e(t) +bu, (t),

kterou doplnime o stavovou rovnici pro chybu rekonstrukce (10.6)

é(t) = (A- kc")e(t)

Stavovy popis uzavieného systému uvedeme v maticovém tvaru:

. SO bBK bk U@y du . )

a BOU & 0 A-kcge®l B et

_er O
YOZE g

Vlastnosti stavového regulatoru s rekonstruktorem (dynamického kompenzatoru):

1/ Matice dynamiky uzavi-eného systému je horni trojuhelnikovou matici a jeji viastni ¢ida jsou na
diagonale. Z toho vyplyva, Ze navrh stavového regulétoru - umisteni viastnich cisel A- bk™a
navrh rekonstruktoru stavu - umisténi viastnich ¢isel A- kc' jsou separovatelné tlohy, které
mohou byt 7eSeny nezavide.

2/ Uzavreny systém neni Uplné riditelny ( neni 7iditelny subsystém chyby rekonstrukce), coz
Znamend, Ze v prrenosu uzaviceného systému, ktery je definovan pri nulovych pocéatecnich
podminkach, musi dojit ke kraceni nul a pdlii. Lze dokazat, Ze se kréti zavedené nuly s pdly
rekonstruktoru, které ovliviuji pouze odeznivani pocatecnich podminek.

3/ Z predchoziho vyplyva , Ze v ustaleném stavu je chovani systému s dynamickym kompenzatorem
stejné jako pri rFizeni systému stavovym regulatorem, ktery vyuziva skutecny stav systému.

(10.28)

102



10.4. Dynamicky kompenzator v regulaénich ulohach.
Pro spréavnou funkci rekonstruktoru a tedy i dynamického kompenzétoru je nutné dodrzet dvé
duleZité podminky:

1/ Na vstup rekonstruktoru musi byt priveden stejny vstupni signal jako na rfizeny systém

2/ Model systému obsaZeny v rekonstruktoru musi byt modelem toho systému, jehoz stav
pozor ujeme vystupem privedenym na vstup rekonstruktoru.

spréavné funkce rekonstruktoru V(t) V(t) (nespravna funkce rekonstruktoru)

S (A,b,c)

(). X(0) "

v

Stavovy reg. Rekggzruktg
N s modelem
X(t)

______________ S: (Ab,c) R
X(t, ), X(t) > y(t)
ult)

Stavovyreg. |, Rd(ggjrukg < Gy
() smodelem S+G,, [ (3)'

© w(t)

Vystup p¥ivadény na vstup rekonstruktoru , pozoruje" stav systému S+G,, !!

Predchozi blokové schéma vyuzijeme pro ilustraci regulace na konstantni hodnotu w(t) =1[t] .
Savovy model rizeného systému:
S K(t) = Ax(t) +bu(t) , x(t,), x(t)T R" jsou nemetitelng, u(t), y(t)T R* (10.29)

y(t) = c"x(t)

Stavovy model systému generujiciho w(t)= 1[t]:
Gw: %,(t)=0; x,(t,)=1, x, O R (10.30)
w(t) = X, (t)

Savovy model “ rozSi7eného systému” St Gy

éx(t)u éA Ouéx(t)u édu éx(t,)u
S+Gy: u(t A 10.31
" Mﬂmmwsla -
eX(t)u

o= %42@ (t)u

Viystupem je regulachi odchyl ka e=w- y=x, - "X, ktera je privadéna na vstup rekonstruktoru.
Pro ,, rozSireny systém navrhneme linearni stavovy regulétor :

Reg.: u(t)=-K'x (t)=- " kWH%(IB)ﬂ, KT.xn , k,...1d (10.32)
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Zpétnovazebni matici reguldtoru k' navrhneme z poZadavku na umisténi polé uzavieného
systému, coZ odpovida poZadovanému umisténi vlastnich ¢isel matice (A - b.k').

Navrhneme Uplny asymptoticky rekonstruktor pro stav “ rozsi7eného systému” X (t) :

Rek.: &,(t):Akr(t)+bru(t)+kr[e(t)-cfkr(t)]; X (t) , k, _§< u X gxxﬂ (10.33)
u
&t) =c' % (t) K..nxl, k,.1x1

Ziskovou matici rekonstruktoru k . ur¢ime z pozadovaného umisténi vlastnich ¢isel (A - k,c).
Jejich redlné ¢asti volime “vlevo* od redinych ¢asti viastnich ¢isel matice (A - b.k').
Po nahradé nemetitelného stavu x. (t) rekonstruovanym stavem X (t) dostdvame blokové schéma:

| sabeh 0]
; X(t,), X(t)
uwy |
S+Gy
X(t)
kT
Rekonstruktor < v
N pro S+G,
t N
XW( ) Xr (tO)
kW

Pokud je stav x,(t) systému G,, metitelny (v naSem pripadé w(t) = x,(t)), neni nutna jeho
rekonstrukce a maze byt pouZit namisto X, (t) (v blokovém schéma naznaceno ¢arkovang).
Této situaci odpovida blokové schéma,

Guw Kk S: (A,bch R
ult) X(t,), x(t) o)
w(t)
KT Rekonstruktor pro S
(1) X(to)

které je strukturdné podobné schématu pro navrh linedrniho stavového reguldtoru s kompenzaci
statického zesileni (viz odstavec 8.4.).

Konstanta k,, je uréenaz podminky jednotkového zesileni prenosu uzavieného systému.
Analogickym zpasobem lze navrhnout dynamicky kompenzétor pii pasobeni vystupni poruchy
v(t), generované systémem G,.

RozSitenym systémem by v takovém piipadé byl model systému spolu s modelem generatoru
poruchy.
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11. NELINEARNI DYNAMICKE SYSTEMY

Pri ur¢ovani matematickych modelt redlnych systémi na z&kladé matematicko-fyzikdniho

modelovani (LS1, Kap.1) jsme ukazali, Ze jejich popis obvykle vede na nelinedrni diferencidlni

rovnici ¢i soustavu nelinearnich diferencidlnich rovnic. Neexistence obecné teorie nelinearnich

dynamickych systémi nés vedla k pouZziti linedrnich modelt, ziskanych linearizaci v rovnovaznych

nebo ustdlenych stavech (pracovnich bodech) nelinedrnino dynamického systému. Propracovana

teorie linedrnich dynamickych systém, téZici zejména z platnosti principu superpozice, existence

obecného reSeni linedrnich diferencidlnich rovnic a z moznosti vyuziti transformacnich modelt

ziskanych pouzitim Laplaceovy, Fourrierovy a Z-transformace ndm poskytla dostatek nastroji pro

analyzu a syntézu LDS, neméme v3ak jistotu, Ze ziskané vysledky pii aplikaci naredlny nelineédrni

dynamicky systém budou skutecné pouZzitelné.

To neznamend, Ze musime linearizaci zavrhnout - je viak dileZité uvedomit s jeji omezeni:

1/ Pxi analyze nelinearniho systému na zakladg linearizace v okoli pracovniho bodu dostavame
pouze lokélni a nikoliv globalni predstavu o jeho chovani.

2/ Dynamika nelinearniho systému je mnohem bohatSi neZ u linedrniho systému, nebot’ mohou
nastat takove jevy, které jsou vazany pouze na existenci nelinearity a nelze je tedy popsat ¢i
predikovat ze znalosti linearizovaného modelu.

Nékteré typicky nelinearni jevy ve srovnani sLDS:

al U nestabilniho nelinedrniho systému maZe stav nabyt nekone¢né hodnoty v kone¢ném casel
Stav nestabilniho LDS roste nade v3echny meze pro ¢as limitujici k nekone¢nu.

b/ Nelinedrni systém mize mit vice rovnovaznych stavii, sabilita nelinearniho systému obecné
zévisi na poc¢atecnich podminkach. LDS maZe mit jen jeden izolovany rovnovéazny stav, ktery
je bud’ stabilni ¢i nestabilni pro vdechny pocéatecni podminky.

¢/ U nelinedrnich systémi miZe existovat izolovany mezny cyklus, ktery odpovida periodickému
feSeni a projevuje se vznikem oscilaci (samobuzenych kmitt, autooscilaci), které nezévisi na
pocétecnich podminkéch. Naopak, periodicke reSeni u linearnich systémua neni izolovanym
meznym cyklem. VyZaduje existenci dvojice ryze imaginarnich vlastnich ¢isel, zavisi na
pocatecnich podminkéch a neni robustni vzhledem k porucham.

d/ Nelinearni systém je z frekven¢niho hlediska spektrdnim pievodnikem:

Pri vybuzeni vstupu harmonickym signdlem se na vystupu mohou objevit vysSi harmonické
i subharmonickeé frekvence. U linearniho systému se pii prichodu harmonického signdlu
frekvence neméni.

e/ U nelineérnich systémi maZe nastat chaos.

Jedna se 0 ustédleny stav, ktery neni ani rovnovaznym stavem ani periodickym feSenim.
Chaotické chovani vykazuje prvky ndhodnosti, byt’ se jedna o deterministicky systém.

f/ Stejny nelinedrni systém mize vykazovat vice druhti chovani v zavislosti na poc¢étecnich
podminkéch a vstupnim signdlu. Na spojité zmény amplitudy ¢i frekvence vstupniho signalu
miZe reagovat nespojitymi skoky a pod.

Z uvedeného prehledu je zieimé, Ze u nelinedrnich systému nelze tedit celou Siti probléma

najednou, a proto se rozpracovavaji metody pro reSeni dil¢ich, ale zasadnich problémd.

Jedna se napr. 0 problém exaktni zpéetnovazebni linearizace (hleda se nelinearni zpetnovazebni

Fizeni, které by prevedlo nelinedrni systém na linearni), hledaji se metody pro analyzu vzniku

meznych cyklii, chaosu, metody pro analyzu stability, stabilizaci a 7izeni nelinearnich dynamickych

systémiz a dal§i.

Dil¢imi problémy z oblasti analyzy nelinearnich dynamickych systéma, které maji uzsi vztah

k prednesené léce zoblasti linearnich systémi (linearni systémy ve spojeni se statickou

nelinearitou, metoda harmonické linearizace, vznik autooscilaci, Ljapunovova teorie stability) se

budeme okragjové zabyvat v nésledujicich odstavcich.

Pripomeiime si nejprve struéné matematické modely pouzivané pro popis nelineérnich

dynamickych systémi a zrekapitulujme poznatky z linearizace nelinearnich systéma v okoli

rovnovaznych stavi ¢i pracovnich bod.
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11.1. Matematické modely nelinear nich dynamickych systémi
V 1. kapitole jsme ukézali, Ze spojity jednorozmérovy nelinedrni t-invariantni dynamicky systém
maZe byt popsan nelinearni diferencidlni rovnici n-tého radu,

S y™(t) = fLy(), ¥(),...y" (), u®)];  yt,), ¥(t,),..y" (), f() jenelinearni funkce (11.1)

kterou Ize vhodnou volbou stavovych proménnych x(t),....x (t) pievést na stavovy model,
popsany soustavou n nelinearnich diferencidlnich rovnic prvniho t&du s vystupni rovnici

S k(1) = f,[x@®),..x0.u®)];  xt)...%E), xI R", uyl R (11.2)
I
%,(1) = f,[%®),...%,0), u)]
y(@©) =h[x(0),..%,®),ut)]

Ve vektorovém zapisu je stavovy model popsan
S k() = f[x(),ut)]; x(t,) (11.3)

y(©) =h[x(®),u)
nebo v ekvivalentni tzv. “ kauzalné separabilni forme”, pouzivané napt. pii zminéné exaktni
zpétnovazebni linearizaci nelinedrnich dynamickych systémi

S () = f(x)+g(xu(t); x(t,) (11.9)
y(©) =h[x(®),u)
Linearizovany model S(A, b, cT,d), aproximujici chovani nelinearniho systému (11.3) v okoli

jeho rovnovaznych stavi ¢i pracovnich bodu, jsme uréili pouzitim Taylorova rozvoje pii zanedbani
vySSich ¢lent rozvoje. Matice Ab,c’,d  byly uréeny dosazenim rovnovézného stavu do
ff() () Th() Th()

™ fu’ x fu’

Pripomenime, Ze predikce chovani nelinearniho systému v okoli rovnovamého stavu na zaklade
malosti jeho linearizovaného modelu byla moznd pro pripad rovnovamych stavii typu uzel,
ohnisko (stabilni ¢i nestabilni) a sedlo, ale nikoliv pro typ stred (Viastni c¢ida matice A na
imaginarni ose). V tomto pripadé o chovani nelze rozhodnout, coZ je prikladem omezeni
pouZitelnosti linearizace, zminené v Uvodni casti této kapitoly.

Specié@lni tFidu nelinedrnich systémii tvori linearni systémy se statickou nelinearitou, kterd se
nejcastéji vyskytuje na vstupu systému. Nelinearita byva neZadouci viastnosti akcniho organu, ale
také ji muzeme vyuZit cilene, napr. vreléovych regulacnich obvodech. Ty pouZivaji jako akeni
organ nelinearni prvek typu relé. Prednosti regulachich prvki typu relé (idedlni dvoupolohové
relé, relé s necitlivosti, s hysterez aj.) je jednoduchost, mald hmotnost i rozmérnost a spolehlivost.
Jsou levnejSi nez spojité regulatory a byvaji pouZivany pri 7eSeni jednoduchych regulacnich uloh.
Regulacni pochody vSak nebyvaji priliS priznive, objevuji se sklony k nestabilite a ke vzniku
meznych cykli — autooscilaci.

Jacobiovych matic

Nekteré typické nelinearity:
Necitlivost  relé (shysterezi nebo bez) nasyceni (saturace) Coulombovo tfeni  “ vile v zubech”

- £ = . ;|£ A b

Dead Zone Relay Saturation Coulomb & Badklash
Wizcous Friction
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UvaZzujme napi. statickou nelinearitu typu saturace (nasyceni) na vstupu LDS (obr. vievo).

® = futBu 4
e > -3 g
= CxtDu Jc N |:|
Saturation State-Space Step Saturation Transfer Fen
Scape

Vytvorime-li jednoduchy regulacni obvod zavedenim jednotkové zéporné zpétné vazby, lze
uzavieny systém popsat stavovym modelem

S, k(t) = Ax(t) +bsat(e); kde e=w- y jeregulaéni odchylka (11.5)
y(t) =c"x(t)

V uzavieném systému miiZe nastat mezny cyklus, ktery se projevi trvalymi oscilacemi.

Na predchozim obrézku vpravo je motivaéni piiklad demonstrujici vznik oscilaci. Tyto oscilace
jsou z hlediska regulace neZzadouci, ale mohou byt i uZite¢né — napt. pii experimenténim vybuzeni
regulacni smycky s cilem zjistit kriticky bod frekvenéni charakteristiky pro automatické
nastavovani parametri reguldtoru podle frekvenéni metody Ziegler-Nichols.

V dal&im odstavci budeme hledat odpovedi na otazky:

Za jakych podminek mohou oscilace vzniknout? Jakou maji amplitudu a frekvenci ?

Jak souvisi s modelem linedrni ¢asti systému a s typem statické nelinearity?

Jednou z metod analyzy vzniku oscilaci je metoda harmonické linearizace (metoda ekvivalentnich
prenosi).

11.2. Metoda harmonické linearizace
Uvazujme zjednodu3eny regulacni obvod, analogicky k (11.5), se statickou nelinearitou N(.) na

vstupu linearniho systému, popsaného frekvencnim prenosem Fq(jw):
N(x,)

w=0 X =-y _ X y
vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv I Fo(jw)

v

v

Pro analyzu uzavieného obvodu vyjdeme z piredpokl adii:

1/ V obvodu vznikly ustalené kmity (autooscilace) se zakladni frekvenci w,

2/ Lineérni systém méa charakter dolnofrekveneni propusti, |Fs(jw,)| >> |Fs(jkw,)| pro k 3 2

3/ Nélinearita je symetricka vaci nulovéemu bodu

Zatéchto predpokladu je na vystupu nelinearity periodicky signal se zakladni frekvenci w,
amuiazeme jg rozlozit ve Fourrierovu radu.

Predpoklad 2/ znamend, Ze vysSi harmonické budou linearnim systémem potlateny a na vystupu
nelinearity ma smysl uvazovat pouze prvni harmonickou periodického signalu s frekvenci w,.
Predpoklad 3/ znamena, Ze ve Fourrierove fadé bude stejnosmérna slozka nulova

ProtoZe chceme nahradit statickou nelinearitu v regulacni smycce tzv. ekvivalentnim pienosem,
budeme tento prenos definovat analogicky jako u frekvencnich prrenosii linearnich dynamickych
systémi.
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Na vstupu statické nelinearity budeme prredpokladat harmonicky signal a na vystupu nelinearity
prvni harmonickou periodického signélu.

Ekvivalentni prenos statické nelinearity definujeme pomérem vystupniho a vstupniho signalu
nelinearity, respektive pomerem jegjich Fourrierovych obrazi.

Analyza vaniku oscilaci vlinearnim obvodu se statickou nelinearitou muiZze byt vySetrovana
frekvencnimi metodami analyzy stability linearnich systémi.

Matematicke vyjadreni:
Na vstupu nelinearity uvazujeme harmonicky signél

X, (t) = Asinw,t (11.6)
Na vystupu nelinearity je periodicky signél, ktery |ze rozvést ve Fourrierovu fadu

¥
X, (t) = N(Asinw,t) = b, +§ a (Aw)sinkw,t +b (Aw) coskw,t ,  (11.7)

k=1
pricemz b, je stejnosmérna slozka, a, (Aw),b, (Aw) jsou Koeficienty Fourrierova rozvoje,
zavisejici obecné na amplitude a frekvenci periodického signalu.
Vzhledem k piredpokladu 1/ se v celém obvodu uplatni pouze jeho prvni harmonicka ' x, (t)
"X, (t) =a, (Aw,)sinw,t +b (Aw,)cosw,t  (dle2 je b, =0) (11.8)

Koeficienty Fourrierovarozvoje a,(AWw,),b, (Aw,) Ize urcit ze vztahi :

2p 2p

a(Aw,) = pl ON(Asinw t) sinwt.d(w,t) b (Aw,) = pl ON(Asinw t) cosw;t.d(w,t) (11.9)
0 0

Poznamenejme, Ze pro lichou funkci statické nelinearity je koeficient b,(.) =0 a pokud nema
nelinearita hysterezi, nezavisi koeficienty rozvoje a,(Aw), b (Aw) nafrekvenci w .

Ekvivalentni prenos statické nelinearity F, (A,w) definujeme, analogicky jako frekveneni prenos
u LDS, pomérem Fourrierovych obrazt vystupni a vstupni veli¢iny.

Protoze pro kazdé w je prenos obecné komplexnim ¢islem, dostaneme pro predpokladané w = w,
"X, (AW,) _ F{a(Aw,)sinwgt +b (Aw,)coswit} _a(Aw,)+ jb(Aw,

_ )
FulAv) = X, (Aw,) F{ Asinw,} A S

Predpoklad, Ze v uzavieném obvodu jiz vznikly oscilace sfrekvenci w, a amplitudou A nyni

opustime, nebot’ v obecném pripadé musime zjistit, zda vibec oscilace mohou vzniknout a
v piipadé jejich vzniku musime jejich frekvenci a amplitudu urcit.

ProtoZze ekvivalentni pienos F, (Aw) zastupuje v uzavieném obvodu statickou nelinearitu,
miZzeme postupovat stejnym zptasobem jako pri frekvenéni analyze stability LDS (viz Nyquist):

Vznik oscilaci je védzan podminkou existence realného ;eSeni rovnice
Fs(iW)Fy (Aw) =-1 resp. |Fo(jw)Fy (Aw) =1 U arg {Fs(jw)F, (Aw)} =-p (11.11)
a z techto rovnic také urcime hledanou amplitudu A a frekvenci autooscilaci w .

Priklad 11.1:
Urcete ekvivalentni pienos statické ndlinearity ,relé s necitlivosti“, pouzité v predchozim schéma uzavieného obvodu.
Necitlivost vymezime hodnotami - g, +g , maximédni hodnotu navystupu nelinearity omezime na —M, +M.
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ReSeni:

‘Nelinearni funkce je licha funkce, symetricka vi¢i nulovému bodu a nema hysterezi ® koeficienty b, b, (A,w)
budou nulové a stagi urcit pouze koeficient @, (A,W), ktery nebude zaviset nafrekvenci @, (Aw)=a,(A).
Privedeme-li na vstup nelinearity harmonicky signd X, (t) = ASinwt , objevi se na vystupu nelinearity periodicka
funkce X, (t) = N(Asinwt) ,kdea =arcsing (vizobr.):

A A N(Asnwt)
Xo X2
M M p +a
A > A >
g X1 a p-a wt
N g
1% : : 4M A)+0 _ 4M
&, (A) == oN(Asnwt)sinwt.d(Wwt) =......= ——cosa ; F (A) = (A = cosa
P o p A pA
TRV, - . A)+0 _ 4M
Pro ideélni relé bez necitlivostijea =0 P F (A) = a( A) = A
p
Pomamka:
Ekvivalentni pienosy bézne pouZivanych statickych nelinearit jsou tabel ovany.
V anglosaskeé literature ,, ekvivalentnimu prenosu“  odpovida termin ,, describing function® .
Priklad 11.2:
3
Analyzujte moznost vzniku oscilaci v uzavieném regulagnim obvodu, kde systém s prenosem  Fg(p) = (p+1)° je
p
fizen idedlnim dvoupolohovym relé, u(t) =sgn gw(t) - y(t)g = 1.
[}or—F 3
+
= ] FHIE4 T L]
Step Sign Transfer Fen
Scope
Regeni:
Existuje-li reAiné reSeni, amplitudu A afrekvenci oscilaci W uréime feSenim rovnic (analogie vypoctu W, , K, ):

IFs (jW)Fy (A)] =1 U arg {Fo(jw)Fy (A)} =-p . kde FN(A):‘;—“/Q, M =1,

Frekvenci oscilaci uréimez argumentové podminky Im{FS (Jw)Fy (A)} =0.

Vypoétem zjist’ujeme frekvenci autooscilaci W = \/é rad/sec.

Po dosazeni W = /3 do amplitudové podminky| Fs(jw)Fy (A)| =1
dostavame amplitudu autooscilaci
3 4
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11.3. Reléové regula¢ni obvody

V odg. 11.1. jsme uvedli, Ze v reléovych regulacnich obvodech je reguldtorem nelinearni prvek
typu relé (idedlni dvoupolohoveé relé, relé s necitlivosti, s hysterezi .) a Ze se pti regulaci objevuji
sklony k nestabilité, spojené se vznikem meznych cykli — autooscilaci (viz Priklad 11.2)
Autooscilace jsou v regulacnim obvodé obvykle nezéddoucim jevem. V dalSim uké&zeme, jak Ize
autooscilace odstranit zavedenim derivacni zpétné vazby.

Problém budeme analyzovat na jednoduchém piikladu nelinedrniho regulacniho obvodu s idedlnim

dvoupolohovym relé, které generuje fizeni u(t) =sgngw(t)- y(t)g = +1 dle znaménka regulacni
odchylky e(t) =w(t) - y(t). Rizenym systémem je dvojnasobny integréor, referencnim signdlem
w(t) jejednotkovy skok. Ve schéma prozatim neuvazujme derivacni zpetnou vazbu - 0.18¥(t) :

> [ ]
> — > . > :I—>
Step : ] s s Scope
r Add 1 Sign Gain 3 Integrator Integrator 1
[
.18/« >
XY Graph

Rizeny systém je popsan diferencidlni rovnici #(t)=u(t). Stavovy model je popsan stavovymi
rovnicemi % (t) = x,(t), %, (t) =u(t) avystupnirovnici y(t) =x(t).

Vyloucenim ¢asu ze stavovych rovnic dostaneme trajektorie ve stavove roving x - X,, zavisgjici
na pocétesnich podminkéch x,(0), x,(0) aaplikovaném fizeni u(t) = +1 :

Y

dag _Uu _

—=— p xdx, =ud 11.12
BTy P e (1112
dt

Integraci levé a pravé strany dostdvdme sohledem na u=+1 a u=-1 dve soustavy trajektorii -
parabol , parametrizovanych po¢ate¢nimi podminkami

x2 X (0 , .
72- #:ugxl- x (0)g (11.13)
Znaménkem fizeni je definovan smér trajektorie (pro u = +1 se x, zvétduje a naopak).

Uvazujme nyni reléové fizeni systému v uzaviceném regulacnim obvodu se systémem v nulovych
po¢aecnich podminkéch (stéle jesté neuvazujeme derivacni zpétnou vazbu ve schéma).
Pri w(t) =1 jetizeni u(t) definovano vztahem u(t) = sign e(t) = sign[1- x, ()] :
Pro x (t)<1 jegenerovano fizeni +1, trajektorie vychézi z nulovych pocatesnich podminek
a eduje rostouci parabolu. Pri x,(t,) =1 dochézi k prepnuti, x,(t,) =~/2.
Pro x,(t)>1 je generovéno fizeni -1, trgjektorie pokraiuje z x,(t,) =2 po klesgjici parabole
ak dalSimu prepnuti dochazi opét pri x (t,) =1, t,>t;.

Cely proces se opakuje, ptimka x, =1 mé funkci ,, prepinaci p/Aimky“ (rovnobéZzna s osou x,) ave

stavové roviné vznika uzaviena kiivka — vynuceny stabilni cyklus, ktery se ve skokové odezveé
projevuje nezédoucim netlumenym kmitanim:
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A Stawva trajektorie pfi autooscilacich (jednotkow skok, nulové po¢. podminky)
X2 1.5 T T \ T \ T T T

x1

15 I I I I ‘ I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

® A Odezva na jednotkow skok a prabéh fizeni pii autooscilacich (nulové po&. podminky)
y 2 I I

I I I I

HOS 1t wstup - () -

fizeni - U(t) t [Sec]

Zavedeme-li do regulacniho obvodu navic zapornou zpétnou vazbu od derivace vystupni veliciny,
dostavédme pro regula¢ni odchylku
e(t) =[1- x(1) - K¥(O)] =[1- %)~ kx,(1)] (11.14)
apro fizeni
u(t) =sign e(t) =sign[1- x(t) - kx,(1)] (11.15)

Zaporna derivacni zpétnéd vazba zpasobi, Ze k prepinani nyni dochézi na ptimce se zpornym
sklonem -1/k, k piepnutim na druhou soustavu trajektorii dochazi s predstihem, zpétna vazba ma
stabilizujici G¢inek a skokova odezva ma jiz tlumeny charakter. V naSem prikladu jsme zavedli
zdpornou derivatni zpétnou vazbu s k =0.18 (viz schéma).

Chovéani trajektorii ve stavove roviné a skokova odezva jsou na nasledujicich grafech:

2 A Stavova trajektorie po stabilizaci deriva¢ni zpétnou vazbou
1.5 T \ \ T A \ T

N

0.5 \// |

[ [ 1l [ [
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

x1

prepinaci pfimka /ZV/‘
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A Odezva na jednotkowy skok a prubéh fizeni po stabilizaci derivaéni zpétnou vazbou

y(t) 2 T T T T T T T
ueys 15} wstup y(t) |
ik N T T e
0.5} ,
fizeni u(t) t [sec]
| | il
0 \ | I VHV!VHWHWMV\V!‘W\‘NN\V‘ i
-0.5 [ L L [ [ L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Z uvedeného take vyplyva, Ze v pripadé pouZiti relé s necitlivosti nebo s hysterezi by dochézelo
k ,pozdéjSimu“ prepinani, nezli u idealniho dvoupolohového relé. Bez stabilizujici derivagni
zpétné vazby by systém vykazoval vyraznéjsi tendenci k nestabilité.

Na nasledujicim simula¢nim schéma je jedt¢ ilustrovan vliv zavedeni stabilizujici zpétne vazby od
derivace vystupu pii reléovém fizeni stabilniho systému z Piikladu 11.2 , kde jsme vySetiovali
amplitudu a frekvenci autooscilaci regula¢niho obvodu:

| — | =
> - >— » - 1 1 1 ) >
Ste = = =
P b - > - » s s > s Scope
Sign
Add 1 » - Integrator Integrator 1 Integrator 2 Gain
- Gain 2
Add 3 Gain 1
3 [
Gain 3
1 5}4

NavrZzena derivagni zpstna vazba vede na fizeni u(t) =sign e(t) = sign[1- x(t) - 15x,(t)], které
opeét stabilizuje skokovou odezvu regulacniho obvodu:

A Odezva na jednotkowy skok a prabéh Fizeni po stabilizaci deriva&ni zp&tnou vazbou

YO o6 : : : : ‘
u(t)
1:5) 0.af v .
0.2 _
/ u@ -
t [sec]
0 = >
-0.2 L [ L L [
0 1 2 3 4 5 6

Pozndmka: VSimnéme si, Ze u systému s prepinaci primkou nastava ke konci regulacniho pochodu
ke zrychlené frekvenci prepinani rel€, pri kterém se trajektorie blizi k ustdlené hodnot¢ ,, podél*
pi‘epinaci pFimky.

Trajektorii, kterd by po dosaZeni prepinaci primky nadale jiz pouze sledovala piepinaci piimku do
ustdleného stavu, Ize generovat tzv. reguldtorem sklouzavym reZimem (sliding mode control).
Jedné se o regulétor s prepinanou strukturou afizeni sestava ze dvou ¢asti, které po fadé maji zacil
»dosazeni* prepinaci kiivky a , sledovani prepinaci primky.
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11.4. Ljapunovovateorie stability

Uvazujme autonomni (netizeny) nelinearni t-variantni dynamicky systém

S K1) = f[x(t).t] ; x(t,) =%, xt)T R", tT R, (11.16)

a predpokladejme, Ze f[x(t),t] je neline&rni funkce vyhowujici standardnim podminkam pro
existenci ajednoznainost fedeni arovnovazny stav x, vyhovuje rovnici 0= f[x, (t),t], " t,t3 t,.

Ljapunovova teorie stability se zabyva vysetrovanim stability rovnovédZzného stavu netizeného
systému (11.16). Pokud méa systém vice rovnovéznych stavi, vySetiuje se jejich stabilita oddéleng.

Bez Ujmy na obecnosti maZzeme piedpokladat x. =0 (pii x, * O vyuZijeme translaci do nuly).

Definice 11.1. : (Sabilita rovnovazného stavu ve smyslu Ljapunova)
Rovnovazny stav x. =0 nefizeného systému (11.16) je stabilni ve smyslu Ljapunova, jestlize

"e>0 a"t, $d(e)takové Ze|x,- x [£d P |x(t;%.t,)- % |£e; " t,t>t,; e,d .. .rednacisla

Definice 11.2. : (Lokalni asymptoticka stabilita rovnovazného stavu ve smysu Ljapunova)
Rovnovazny stav x. =0 netizeného systému (11.16) je lokalné asymptoticky stabilni ve smyslu
Ljapunova, jestlize plati Definice 11.1. a kazda trajektorie z bodu x,, dostatecné blizkého k x.,

konverguje pro t® ¥ k rovnovaznému bodux , tedy !(i@rg”x(t;xo,to)- x| =0.

Definice 11.3. : (Globalni asymptoticka stabilita rovnovazného stavu ve smyslu Ljapunova)
Rovnovazny stav x. =0 nefizeného systému (11.16) je globalné asymptoticky stabilni ve smyslu
Ljapunova, jestlize Definice 11.2. plati " x,,t,.

A.M. Ljapunov navrhl metodu pro vy&etrovani stability rovnovdzného stavu x. autonomniho
(nefizeného) nelinedrniho dynamického systému, ktera obchazi nutnost znalosti feSeni nelineérnich
rovnic popisujicich chovani systému a o stabilité rozhoduje podle chovani vhodné zvolené skalérni
funkce (Ljapunovovy funkce) podél trajektorie systému.

Metodu miZzeme povaZovat za zobecnéni piedstavy, Ze systém, ktery se nachazi v néjakém
pocatecnim stavu, ma urcitou vnitini energii ajeji casova zmeéna pii pohybu systému z pocétecniho
stavu rozhoduje o stabilité ¢i nestabilité vySetiovaného rovnovazného stavu. Rovnovéazny stav bude
zigjme stabilni, pokud energie systému bude srostoucim ¢asem klesat nebo alespon zistane na
néjake konstantni hodnoté.

Za Ljapunovovu ,energetickou” funkci |ze povaZzovat v podstaté libovolnou nezdpornou skalarni
funkci V(x,t). V dal&im uk&Zeme, Ze chovani V(x,t) resp. jeji asové derivace (x,t)

_ V(x,t) +8a]V(x,t) 6 W(?’t) +€g]v1§x,t) J
e X

VOO iy = g H e = RO = =t )

podél trajektorii systému v ngjaké oblasti DI R", obsahujici x. =0, rozhoduje o stabilité
rovnovazného stavu.

Pii urceni K(x,t) | w1 (xS dosazuje prava strana nelinearni diferencialni rovnice (11.16) a jedna
se 0 tak zvanou primou Ljapunovovu metodu. Nabizi se také moZnost provést nejprve linearizaci
nelinearniho systému v okoli rovnovézného stavu a dosadit zrovnic linearizovaného modelu

nelinedrniho systému. V tomto pripadé by jednalo o neprimou Ljapunovovu metodu, kterd ovsem
miZe rozhodnout pouze 0 malo cenné lokalni stabiliteé.
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Uved'me jesté dveé definice:
Definice 11.4.: (Lokalni positivné definitni funkce V(x,t))
Fojitad funkce V: R"XR, ® R jelokdlni positivne definitni funkci, jestlize pro néjaké d > 0
a néjakou spojitou striktne rostouci funkci a : R, ® R plati
V(01t)=0 a V(xt)3a(x), "xI D, D={xI R":|x|£d}, "t3t,

Definice 11.5.: (Positivne definitni funkce V(xt))
Plati Definice 11.1. anavic aQ|x||)® ¥ pi X ® ¥

L japunoviv teorém o gabilité (t-variantni nelinearni dynamicky systém)

Jestlize existuje néjaka oblast D v okoli rovnovézného stavu x, =0 a spojité diferencovatelna
positivng definitni funkce V:DxR, ® R, jejiz asova derivace \ podé trajektorii systému je
negativne semidefinitni, potom rovnovazny stav x, =0 systému (11.16) je stabilni ve smyslu
Ljapunova

L japunoviv teorém o asymptotické stabilité (t-variantni nelinedrni dynamicky systém)

Jestlize existuje n¢jaka oblast D v okoli rovnovézného stavu x. =0 a n&jaké positivné definitni
funkce W:D® R omezujici shora spojité diferencovatelnou positivné definitni  funkci
V:DxR, ® R, jejiz casova derivace M podél trajektorii systému je negativne definitni, potom
rovnovazny stav x. =0 systému (11.16) je asymptoticky stabilni ve smyslu Ljapunova.

Jestlize D ° R", jedna se o globalni asymptotickou stabilitu.

Ljapunovova metoda dava jen postacujici podminky stability. To znamena, Ze rovnovazny stav
meiZe byt stabilni, ale nenal ezneme vhodnou Ljapunovovu funkci V(x,t) pomoci které bychom to
dokazali.

Ljapunoviv teorém o stabilité pro t-invariantni nelinearni dynamicky systém

Uvazujme autonomni (netizeny) nelinearni t-invariantni dynamicky systém

S K1) = f[x®)] ; x(t,) =%, xt)I R", x =0 (11.18)
Jestlize existuje oblat DI R" vokoli rovnovdzného stavu x =0, kde ngjaka spojité
diferencovatelna positivné definitni skaldrni funkce vektorového argumentu V(x) vyhovuje
podminkam:

1 V(x) >0, "x,x* 0 aV(0)=0, (11.19)
LT LT

2 V(X = PO g = EVIQ (3 £ ( negativne semidefinitn), (11.20)
e X g e X g

potom rovnovazny stav x. =0 systému (11.14) je stabilni v oblasti DI R".

Je-li ¢asova derivace Ljapunovovy funkce negativné definitni \ﬁ(x)‘ w100 <0, potom rovnovazny
gav x =0 systému (11.18) je asymptoticky stabilni v oblasti D i R".

Kromé energetické interpretace Ljapunovovy stability déava dobrou predstavu i geometricka
interpretace (viz nasledujici obr.). Rovnovazny stav bude asymptoticky stabilni, jestlize vzdalenost
zastupujiciho bodu trajektorie od rovnovazného stavu (vzdalenost je dana ,,polohou“ zastupujiciho

bodu na V (x)) se bude srostoucim ¢asem zmen3ovat. To miZe nastat tehdy, kdyZ trajektorie
systému X(t) bude protinat kiivky V(x) = konst. ,zvenku dovniti“.
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Jinak feceno: Uhel, ktery svird v daném bodé vektor gradV (x) =

ﬂ\./"(x) stecnou % musi byt tupy,
X

.

. A . . . - . AV (X) 6
coz odpovida pozadavku na zaporné znamenko skalarniho soucinu \ﬁ(x)| =100 =€ ﬂ( )9 k <0.

e X g

A
V(x
() 1 Pramét do roviny A ) )
X1,Xo X, trajektorie x(t)

|

V(x) = konst.

trajekorie x(t)

V/(X) = konst.

Problémem zistava, jak volit Ljapunovovu funkci. Existuje fada metod pro generovani
Ljapunovovych funkci, ale tato problematika piresahuje ramec prednasené latky. Poznamenegjme
pouze, Ze pokud |ze urcit Uplnou energii systému, 1ze ji pouzit jako Ljapunovovu funkci.

Priklad 11.3:
Analyzujte stabilitu rovnovézného stavu ndinearniho tlumié¢e sjednotkovou hmotnosti, popsaného ndinearni

diferenciaini rovnici §i(t) +y [¥(®)]+j [y(®)]=0
zapredpokladi: | (0) =y (0) =0, j (y)y> 0 (nelinearitaprochézi 1. a 3. kvadrantem).

Reseni:
yt)=x(t) b ¥(t)=%{)=x,(0t), ... rovnovazny stav je X, = X,, =0
$(t) =k, (1) =-j (%) -y (X;)
Protoze Y(t) oznacuje polohu a ¥(t) rychlost, budeme za Ljapunovovu funkci povaZzovat soudet kinetické a
potencidlni energie
2 X

V(X) = X—22 + () (s)ds , nebor vyhowuje Ljapunovovu teorému: V(X) >0, " x,x* 0, V(0) =0.
0

Ureime ¢asovou derivaci \&(X)| %=1 (%)

AV, IV, TV, _. .
VO = e k= D+, =1 05, 00)- xy ()

Tato funkce bude negativné semidefinitni, bude-li Xy (X,) 3 O (nelinedrni funkce tlumeni'y (X, ) prochézi 1. a 3.

kvadrantem) arovnovazny stav systému X;, = X,, =0 bude stabilni.

Poznamka: Ve skutetnosti bude rovnovazny stav dokonce asymptoticky stabilni, protoze za uréitych podminek
postacuje pro asymptotickou stabilitu i negativni semidefinitnost ¢asové derivace Ljapunovovy funkce (Lasalliv
princip — nebudeme se jim zabyvat).
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Priklad 11.4:
Analyzujte sabilitu rovnovazného stavu netlumeného kyvadla sjednotkovou hmotnosti, popsaného ndinearni

diferencidni rovnici  §(t) + asin y(t) =0, a>0!

Reeni:

yt)=x () b ¥(t) =% ) =x,(t), ... rovnovazny stav je X, = X,, =0
(1) = %, (t) = - asin x,(t)

Za Ljapunovovu funkci zvolime opét soucet kinetické a potencidlni energie:
2 X 2

V(x):X—22+anins ds :X—22+a(1- cosx), V(0)=0 aV(x)>0 pro O <|x1|£%

0

Ureime ¢asovou derivaci \&(X)| %=1 (%)

LT
G @V VLV
(X)| %=1 (%) g X % X + ™

Protoze v dané oblasti je V(X) > 0 a W = 0, jerovnovazny stav systému X, = X,, =0 stabilni.

%, =ax,snx, - ax,sinx, =0

11.5. Analyza stability LDS— Ljapunovovy rovnice

Ljapunovovy teorémy stability Ize prirozené aplikovat i na autonomni (netizené) lineérni
dynamické systémy (s jedinym rovnovaznym stavem x. =0).

Pripomenme, Ze stabilita, asymptoticka stabilita ¢i nestabilitaLDS je globalni - plati " X(t,) .

Pro spojité i diskrétni LDS lze Ljapunovovu funkci V(x)volit jako kvadratickou formu se
symetrickou pozitivné definitni matici P .

Ljapunovova rovnice pro spojity LDS

S A(t) = AX(t); x(t,) , xI R (11.21)
srovnovéznym stavem x. =0 mé Ljapunovova funkce tvar
V(X)=x"(t)Px(t) ; P=P", P>0 P V(X)>0 "x,x*0,V(0)=0 (11.22)

Pro casovou derivaci Ljapunovovy funkce podé tragjektorii systému (11.17) dostaneme
kvadratickou formu

V(X)] o = K (@) PX(E) + X (1) PR(t) = X" (£) APX(t) + X' () PAX(t) = X' (1) BA"P + PARX(t) (11.23)

Pro stabilitu rovnovazného stavu x, =0 poZadujeme
V() serp0 £0 P XT(D]ATP+PAX(t) =- x"Qx(t), kde Q je positivné semidefinitni matice

a pro asymptotickou stabilitu rovnovazného stavu x. =0
V()10 <0 P X (O]ATP+PAX(t) =- x"Qx(t), kde Q je positivné definitni matice

ProtoZe uvedené vztahy musi platit” x(t) , maZzeme ucinit zaver:
Globalni asymptoticka stabilita rovnovazného stavu spojitého LDS je zarucena, jestlize existuji
positivne definitni matice P a Q vyhowujici Ljapunovové rovnici

ATP+PA+Q=0 (11.24)
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Ljapunovova rovnice pro diskrétni LDS

S x(k+1) =Ax(k) ; x(0), xI R", k=0,1,.... (11.25)
srovnovéznym stavem x. =0 mé Ljapunovova funkce tvar
V(x)=x" (kK)Px(k) , P=P", P>0 (11.26)
a jgji casova diference podél trajektorii systému je opét kvadratickou formou
DV (x) =V[x(k +D)] - V[x(K)] = X (k) A" PA- Pfx(k) = - x" (k)Qx(K) (11.27)

ProtoZe uvedené vztahy musi platit” x(k) , miZeme ucinit analogicky zavér jako u spojité verze:
Globalni asymptoticka stabilita rovnovazného stavu diskrétniho LDS je zarucena, jestliZe existuji
positivné definitni matice P a Q vyhowujici Ljapunovové rovnici

ATPA- P+Q=0 (11.28)

Pro nelinearni systémy sestavajici z linearniho systému se statickou nelinearitou na vstupu
S: &(t) = Ax(t) +bN(y) (12.29)

y(t) = c"x(t)
se doporucuje volba Ljapunovovy funkce ve tvaru kvadraticka forma + integral z nelinearity:

V(X) =X Px+ AN (y)dy (11.30)

Jestlize je linedrni systém stabilni a staticka nelinearita vyhowvuje “ sektorove® podmince
N@)=0 a OEMEk , k1 ¥ (12.32)
y

Ize pro analyzu stability pouZzit frekvenéni kriterium stability , které odvodil Popov.

Popovovo frekvenéni kritérium stability:

Uzavieny nelinearni systém, sestévajici z linearniho systému se vstupni statickou nelinearitou
wyhowujici ,, sektorové* podmince, je globalne asymptoticky stabilni, jestlize existuje realné ¢iso q
takove, Ze " w,w 3 O plati

Re{(1+ jwa) Fs(jw)} +% >0 (11.32)

Rozepsanim této podminky dostavame
. . . . 1 . . 1
Re{(1+ jwa)[ReF,(jw) + jImF,(jw)]} + >0 ® Bef(jp- q\ﬁ_ﬂ%ﬂ\@+E >0
X y
a podminku asymptotické stability |ze preformulovat:

Uzavieny nelinearni systém, sestévajici z linearniho systému se vstupni statickou nelinearitou
wyhowujici ,, sektorové* podmince, je globalne asymptoticky stabilni, jestliZze se cela modifikovana
frekvenéni charakteristika linearniho systému v souradnicich ReF,(jw), jwImF,(jw) nachazi

“pod” primkou
y=1/qg)x+1/kq (12.33)

kkhkhkkkhkkkhhkkhhhkkhhhkhhkkhhhkhkhkkhkhkkhkkkx*k
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