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Kapitola 1

Metody Pocitacového Vidéni:
8. prednaska

1.1 Princip klasifikace

Ve strojovém uceni a statistice je klasifikace problém identifikace, ke kterému ze souboru
kategorii patii nova pozorovani a to na zékladé trénovaci mnoziny dat. Prikladem by mohl
byt antispamovy filtr, ktery na zakladé jména klasifikuje do slozek ,,je spam®“ nebo ,neni
spam ‘.

V terminologii strojového uceni je klasifikace za instanci uceni s ucitelem, tj uceni,
kde je k dispozici trénovaci sada spravné oznacenych pozorovani. Podobné, klasifikaci,
kde neni informace od ucitele se fika shlukovani a zahrnuje seskupovani dat do kategorii
na zakladé jisté miry prirozené podobnosti nebo vzdalenosti.

Casto maji jednotliva pozorovani sadu méfitelnych vlastnosti. Tyto vlastnosti mohou
predstavovat jednotlivé kategorie naptiklad typ krevni skupiny, poradové ¢islo (,,malé®,
ystredni®, | velké®.

Algoritmus, ktery provadi klasifikaci a to zejména v konkrétnim provedeni je znamy
jako klasifikdator. Termin ,klasifikator“ nékdy také odkazuje na matematické funkce, re-
alizované klasifikacnim algoritmem, ktery mapuje vstupni data do kategorii.

Terminologie skrze védecké oblasti je velice pestra. Ve statistice, kde se klasifikace
casto provadi binarni regresi nebo obdobnym postupem se pozorované proménné nazyvaji
,nezavislé proménné“ a predikované kategorie jsou znamé jako vysledky, které je mozné
povazovat za zavislé proménné. Ve strojovém uceni jsou pozorovani znama jako instance
a nezavislé proménné jsou nazyvany priznaky, které se sdruzuji do ptriznakovych vektort.
Déle jsou kategorie nazyvany tiidami.
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1.1.1 Porovnani priznakovych vektoru

Jednotlivé priznakové vektory mohou byt chapany jako body v mnohodimenzionalnim
prostoru a tkolem klasifikace (klasifikdtoru) je rozdéleni tohoto prostoru na podprostory
predstavujici klasifika¢ni tfidy wy  n. Cilem je tedy rozdélit mnozinu priznakovych vek-
tori X na podmnoziny, tak aby platila nasledujici podminka

-----

N
Ui:1 = A,

wiNw; =0,pro 4,7=1,...,N, i#j,

Tridy (shluky) v sobé sdruzuji vektory, které jsou si navzajem podobné (viz Obr. ).
Podobnost vektoru je subjektivni pojem a vysledek klasifikace tak musi byt ovéren ex-
pertem, ktery rozhodne, zda je vysledek klasifikace pripustny. Obecné plati, ze pokud je
vhodné sestaven priznakovy vektor, lze vektory rozrazovat do shlukl na zakladé tzv. miry

podobnosti ¢i odliSnosti.

w2

W2

w1

X

Obrazek 1.1: Klasifikace do t¥1 t¥id.

Obé miry interpretuji vzdalenost dvou vektorti v prostoru. Lisi se pouze tim, Ze mira
podobnosti pro dva stejné vektory dosahuje maximalnich hodnot, naopak mira odlisnosti

je pro takové vektory minimalni.
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1.1.2 Mira podobnosti

Mira podobnosti s dvou vektorii z mnoziny X je definovana jako
s: X xX —R, (1.1)
kde R je mnozina redlnych ¢isel, tak ze

dsp € R: —00 < s(x,y) > 59 < +00, Ve, y € X, (1.2)
s(z,y)=s(y,x), Vz,yelX,
s(x,x) = s, Ve € X.

V praxi nejpouzivanéjsi miry podobnosti jsou:

o Skaldrni soucin
!

Sskal.soud. (.’,C, y) - iBT’y > szyw (15)

i=1
kde [ je dimenze vektori x a y. Skaldrni souc¢in je pouzivan v pripadé, Ze jsou
porovnavané vektory normalizované, coz znamend, ze maji stejnou délku. Mira
Sskal.souc. (T, Y) vyjadiuje uhel svirany vektory x a y.

« Kosinova podobnost
-
'y
Scos (iB, y) = ) (16)
[yl

kde ||z|| = /XL, 27 a ||y|| = /X!, v? je délka vektoru @, resp. y.

e Tanimotova mira

x'y
x,Y) = . 1.7
(@Y = TP oy (1.7

1.1.3 Mira odlisnosti

Mira podobnosti d dvou vektort z mnoziny X je definovana jako
d: X xX —TR, (1.8)

kde R je mnozina redlnych ¢isel, tak ze

ddp e R : —00 < dy < d(x,y) < +00, Ve, y € X, (1.9)
d(z,y)=d(y,x), Vx,yelX, (1.10)
d(xz,x) =dy, VxelX. (1.11)

Mezi nejcastéji pouzivané miry odlisnosti patii:

e [,-norma

=

dy (x,y) = (le —yi|p) : (1.12)
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e [;-norma (tzv. norma Manhattan)

l
d (z,y) =) | — yil- (1.13)
=1
e [.-norma
doo (2, y) = max [z; — yil. (1.14)

Vyse uvedené miry maji i tzv. vazené formy. Ty ziskame doplnénim koeficientu w; > 0
pred jednotlivé absolutni hodnoty, koeficient pak vyjadiuje vahy prislusnych prvki prizna-
kového vektoru. Diky svému chovani jsou miry odlisnosti ¢asto oznacovany jako vzdalenost
dvou vektori. Znama Euklidova vzdalenost je ziskdna pouhou modifikaci /,-normy.

1.1.4 Porovnani vektoru a tridy

V mnoha klasifikacnich algoritmech dochazi k zaclenéni priznakového vektoru x do tiidy
w na zakladé porovnéani p (x,w), pficemz porovnani p muze predstavovat jakoukoli miru
podobnosti, resp. odlisnosti. V praxi se porovnani mezi vektorem a tridou provadi dvéma
zpusoby. V prvnim jsou pfi stanoveni p (x,w) brany v potaz vsechny vektory tvorici tiidu
w. Mezi typické predstavitele prvniho zpusobu porovnani vektoru a tiidy patii:

e Maximalni podobnostni funkce

Pmaz (m7w) = maxp (m’ y) . (1'15)

Yycw
e Minimélni podobnostni funkce

e Primérna podobnostni funkce

Pprim. (.’L’,Cd) = nl Z P (fB,y) ) (117)

W ycw
kde n,, znaci pocet vektoru tvoricich tiidu w.

V druhém zpiisobu porovnani je tiida zastoupena svym reprezentantem. Porovnani je
v tomto pfipadé stanoveno na zakladé vztahu p (@, wyep), plicemz w,., predstavuje vektor
reprezentujici tiidu w. Je ziejmé, ze za p lze opét dosadit jakoukoli miru podobnosti ¢i
odlisnosti.
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1.1.5 Reprezentant tridy

Mezi typické volby reprezentanta tiidy patii:

e Pramér 1
wp = — >y, (1.18)

w yew
kde n,, je pocet prvkl uvniti t¥idy w. Pramér je nejcastéjsi volbou reprezentanta
tridy, jelikoz je velice jednoduché ho stanovit. Nevyhodou ovSem je, ze pramér ne-
musi byt souc¢ésti tiidy. Pokud usilujeme o to, aby reprezentant byl opravdu prvkem
dané tridy je vhodnéjsi zvolit stied ¢i median.

e Stfed w, € w je vektor spliujici:

> d(we,bmy) <> d(z,y), Vzew, (1.19)

Yew Yew

kde d zna¢i miru odlisnosti (pokud by byla pouzita mira podobnosti s je nutné
v predpisu otoc¢it znaménka nerovnosti).

o Median wy,.q € w je vektor splnujici:

med (d (Wmed, Y) |y € w) < med (d(z,y) |y Ew), Vzew, (1.20)

kde d je mira odlisnosti.

Uvedené reprezentanty tiidy lze pouzit pouze v pripadé, Ze je t¥ida kompaktni (viz Obr.
. Pokud jsou prvky uvniti t¥idy usporadané linearné ¢i do kruznice (sféry) je vhodnéjsi
porovnavat vektory s témito typy tiid na zdkladé vzdélenosti od piimky (roviny), resp.
kruznice (sféry).

1

Obrazek 1.2: Ptiklad tridy a) kompaktni, b) linedrni a c¢) sférické..
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1.1.6 Co je strojové uceni?

Pojem strojové ucéeni nema dodnes pevné danou definici, mtzeme si ukézat nékolik pokust
o jeho definovani

o Arthur Samuel (1959). Strojové uceni: Obor, ktery ddvd pocitacum schopnost ucit se
bez toho, aby byly primo naprogramovany.

o Tom Mitchell (1998): Dobie definovany problém strojového uceni: Predpokladem je,
zZe se pocitacovy program uci ze zkuSenosti E s respektovanim iulohy T a s méricem
vykonu P, pokud se jeho vykon na tuloze T méreny pomoci P zvysuje se zkusenosti
E.

Pokusme se jednotlivé ¢asti rozebrat na prikladu: Predpokladejme, Ze nas emailovy
klient sleduje, které email ozna¢ime nebo neoznac¢ime jako spam. Na zakladé tohoto roz-
hodnuti se nas emailovy klient uc¢i 1épe rozpoznavat co je a co neni spam. Nyni si mtzeme
polozit otdzku co z nasledujicich tvrzeni je tloha T?

1. Klasifikace emailii jako spam nebo vyzadany email.
2. Sledovani znacek od uzivatele, ktery email oznacil jako spam nebo vyzadany email.

3. Pocet (nebo pomér) emailt, které byly spravné klasifikovany jako spam nebo vyza-
dany email.

4. Nic z vyse uvedeného - neni to problém strojového uceni.

Pokud si rozebereme jednotlivé body vyse, tak bod jedna je definice ulohy T, dale bod
dva je zkuSenost E a tfeti bod je nads méri¢ vykonu P.
Existuje nékolik rozdilnych typt ucicich se algoritmt. Hlavni dva typy se nazyvaji

e uceni s ucitelem a

e uceni bez ucitele.
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1.2 Linearni regrese

Linearni regrese je matematickda metoda pouzivana pro prolozeni souboru bodu v grafu
primkou. O bodech reprezentujicich mérena data se predpoklada, ze jejich z-ové sou-
fadnice jsou presné, zatimco y-nové souradnice mohou byt zatizeny nahodnou chybou,
pricemz predpokladame, ze zavislost y na x lze graficky vyjadrit primkou. Pokud métené
body prolozime primkou, tak pti odecitani z grafu bude mezi y-novou hodnotou méreného
bodu a y-novou hodnotou lezici na primce odchylka. Podstatou linearni regrese je nale-
zeni takové primky, aby soucet druhych mocnin téchto odchylek byl co nejmensi. Linearni
regresi lze zobecnit i pro prokladani jinou funkci nez primkou.

1.2.1 Motivace

Jako motivaci mizeme pouzit ptiklad, kdy si budete chtit zakoupit byt v Plzni, proto
by bylo dobré znat, kolik zaplatite za jakou podlahovou plochu, v idedlnim pripadé pro
vsechny velikosti bytt. Nebo-li se snazite predikovat cenu bytu v zavislosti na podlahové
plose. Na Obr. lze vidét vyvoj ceny bytu v zavislosti na podlahové plose.

6000

5000 x

4000 X

Q
X
i)
> X
23000* x X x
o
© x X %
c X
8 X
X
2000} N X >§(
X%
x X
x *
x
1000 x X XX
X
xﬁ*«

Podlahova plocha v m?

Obrazek 1.3: Vyvoj ceny bytu v zavislosti na podlahové plose.

1.2.2 Uceni s ulitelem

Uceni s ucitelem (supervised learning) dava ,spravnou odpovéd“ pro kazdy ptiklad z mno-
ziny dat.

Problém regrese: Na zdkladé redlného (spojitého) vstupu predikovat redlny (spojity)
vystup.

Problém klasifikace: Na zakladé diskrétniho vstupu predikovat diskrétni vystup.

Vice formalné v pripadé uceni s ucitelem potifebujeme mnozinu dat nazyvanou tré-
novaci mnozina. V nasem ptipadé predikce ceny bytu mame trénovaci mnozinu cen byt
a k nim odpovidajici podlahovou plochu. Nasim tkolem je naucit se z téchto dat jak
predikovat ceny bytu.
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Nyni zavedeme notaci necht m je velikost trénovaci sady, x jsou ,,vstupni® proménné
neboli priznaky a y jsou ,vystupni“ proménné neboli priznaky. Jeden trénovaci vzorek
budeme oznacovat jako (x,y) a odpovidd jednomu fadku v tabulce . Déle (.T(i), y(i))
oznacuje -ty trénovaci vzorek.

Velikost bytu v m? (x) | Cena bytu v tis. K¢ (y)

19 200
22 490
25 568

Tabulka 1.1: Priklady trénovacich vzorki.

Trénovaci mnozina, v nasem pripadé ceny byti, je potfebna pro natrénovani uciciho
se algoritmu, jehoz vystupem je funkce (hypotézy), ktera se vétsinou oznacuje h. Uéelem
funkce (hypotézy) h je ze vstupu z (velikost bytu) odhadnout vystup y (cena bytu). Tedy
h je funkce, kterd mapuje x na y. Schéma je naznaceno na Obr. [1.4]

Trénovaci sada

!

Ucici se algoritmus

!

Velikost bytu |—» Hypotéza —»| Odhadnuté cena

Obrazek 1.4: Schéma uceni s ucitelem.

Kdyz navrhujeme ucici se algoritmy, dalsi véc kterou potfebujeme rozhodnout je jak
budeme reprezentovat hypotézu h. V nasem motivacnim prikladé si vystacime s hypotézou
v nasledujicim tvaru linearni funkce:

h@ (x) = ’190 + 191%, (121)

zkrédcené h (z). Jedna se tedy o linedrni regresi s jednou proménnou. V pripadé komplex-

vvvvvv

Poznamka

Y je mald théta a © je velka théta.
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1.2.3 Ztratova funkce

Pro nejlepsi napasovani naseho linedrniho modelu na trénovaci data budeme pottebovat
urcit parametr 9y a 1, v nasi hypotéze:

he (x) = J¢ + Yz, (1.22)

Snazime se zvolit parametry ¢ a ¥; tak, aby hypotéza he (z) byla co nejblize k y pro
nase trénovaci vzorky (z,y). Jinymi slovy snaZzime se minimalizovat kvadratickou chybu:

1 & , N2
in —— (D)) _ o,
Inin 2m¢:21 (h@ (m ) Y ) , (1.23)
kde
he (x) = g + D12, (1.24)
Presnéji oznacime ztratovou funkci:
1 & , N2
J Wo.01) = 5 -3 (he (=) — y) (1.25)
i=1
a minimalizujeme
COR

Tato ztratova funkce J je také obcas nazyvana kvadraticka chyba nebo ztratova funkce
kvadratické chyby.

Ztratova funkce ve formé kvadratické chyby je nejcastéji pouzivanou ztratovou funkei
pri Tfeseni regresnich problémii.
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1.2.4 Gradientni algoritmus

V kapitole[1.2.3|jsme definovali ztratovou funkci J. V této kapitole bude popsan gradientni
algoritmus pro minimalizaci ztratové funkce J. Gradientni algoritmus neni omezen jen
a pouze na linearni regresi naléza uplatnéni v optimalizaci a v dalsich oblastech strojového
uceni.

Méame ztratovou funkci J (dJg,v;) a chtéli bychom ji minimalizovat. Proto zvolime
nahodné vy a 1, dale v kazdé iteraci ménime hodnoty 9y a v, tak abychom redukovali
J (Y9, 1) dokud, v nejlepsim pripadé, nedokonvergujeme do globalniho minima.

Obecné lze gradientni algoritmus pouzit na jakoukoliv ztratovou funkci:

T (0, ,0n) (1.27)

a snazime se minimalizovat:

min J (Yo, ..., 0,) (1.28)

05--Un

Definice gradientniho algoritmu: opakuj dokud neni dosazeno konvergence

v =1 — oza?%J (90, 1), (1.29)
pro j = {0,1}, pro nas piiklad (linedrni regrese jedné proménné) v sekei [1.2.1} V rovnici
proménnda « urcuje, jak velké kroky bude gradientni algoritmus délat pri hledani
minima a nazyva se rychlost uc¢eni. V pripadé velké hodnoty a bude algoritmus postupovat
velkymi kroky, rychle, ale neni zajisténa konvergence, jelikoz se muze stat, ze algoritmus
bude krouzit kolem minima, ale nedosahne ho, nebo bude divergovat. V pripadé malé
hodnoty « bude algoritmus velice pomaly a nemusi dosahnout minima pro stanoveny
pocet iteraci. Gradientni algoritmus miize konvergovat do lokdlniho minima v ptipadé, ze
je rychlost uc¢eni a konstantni. Proto se v realnych aplikacich voli nejdiive vétsi «, které
se s rostouci hodnotou iteraci nebo ¢asu zmensuje.

Poznamka

Pro implementaci: je nutné aktualizovat vSechny © soucasné

tempo = 190 - aiJ (190, 191) y (130)
0ty
0
temp; =19 — aé?T?lJ (09, 71), (1.31)
Yo = tempy, (1.32)
U1 =temp. (1.33)

Nyni budeme aplikovat gradientni algoritmus na nas problém linedrni regrese

0 0 R i i
871%(]@90,191) - 8719] : % = (h@ (I( )) - y( ))2, (134)
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po dosazen{ z rovnice dostavame

0 0 1 & , N2
—J (90,01) = =— - — > (9 + 0,2 — 5@ 1.
537 (P00 = g5 503 (o + e =y, (1.35)

po zderivovani podle jednotlivych parametri © ziskame

;90 J (99, 01) :ng(h@ (20) =y, (1.36)
o ) = 3 (e (1) — ) 20, (1.37)

Il
—

(2

Vysledny konkrétni tvar rovnice [1.29 pro ¥y a v

Jo =t —a=-3 (he () =y, (1.38)
=1
o =9 — a; g; (h@ (x(i)> — y(i)> . (1.39)

Gradientnimu algoritmu popsanému vyse se také nékdy riké davkovy gradientni algo-
ritmus, protoze vyuziva vSechna trénovaci data, pti souc¢tu pres vSech m vzorki, v kazdém

kroku.

6000

5000 [

4000 -

3000

Cena bytu v tis. Kc

2000 -

1000

X Trenovaci data
= |inearni regrese
Il
0 50 100 150
Podlahova plocha v e

Obrézek 1.5: Vysledna linearni regrese naseho tvodniho prikladu po vypoctu gradientnim
algoritmem.
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1.2.5 Vicerozmérna linearni regrese

V sekci byla predstavena linearni regrese o jedné proménné na prikladé predikce
ceny bytu (vystup y) v zdvislosti na velikosti podlahové plochy m? (vstup ).

V pripadé vicerozmeérné linearni regrese si muzeme predstavit, ze nemame pouze ve-
likost podlahové plochy bytu, ale vyslednd cena zavisi i dalsich parametrech bytu, viz
tabulka [1.2l

Velikost bytu | Pocet mistnosti | Pocet poschodi | Stari bytu | Cena bytu

I T2 T3 Ty Y

19 ) 1 45 500
22 3 40 490
25 2 1 30 568

Tabulka 1.2: Priklady vicerozmérnych trénovacich vzorki.

Proménnou n budeme oznacovat pocet priznaki (v nasem pripadé v tabulce x1,..4,
proto n = 4.) Dédle budeme stile jako u jednorozmérného piipadu oznacovat vstupni
piiznaky (vSechny = sloupcovy vektor) ¥ pro i-tj trénovaci vzor. A hodnota jednotlivého
(1)

j .
V pripadé jednorozmeérné linearni regrese byla nase hypotéza hg reprezentovana

j-tého priznaku i-tého trénovaciho vzoru bude oznacovana ax

he (x) = ¥y + Yz, (1.40)

v nasem vicerozmérném piipadé nabyva tvaru

h@ (1,') = 190 + 1911‘1 + 1921'2 + 1931'3 + Q94(E4. (141)
V pripadé i je mozné si vSimnout, ze xqg = 1 ¢ehoz dale vyuzijeme, presnéji
a:((f) = 1 z diivodu dodrZeni konvence. Proto & € R"! a to samé plati pro parametry
© e R
Poznamka
V nasem prikladé odpovidaji

T = [x()a Ty, T2, T3, 374]T (]‘42)

© = [y, 1, Vs, U3, V4] . (1.43)

Obecnéji lze vicerozmérnou hypotézu zapsat jako
h@ (w) :190+191.Z'1 —|—19233'2—|— +79nxn7 (144)
neboli jednoduse jako soucin vektoru (vnitini produkt)

he (x) = O x. (1.45)
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1.2.6 Gradientni algoritmus - vicerozmérna verze

Budeme potiebovat hypotézu

he () = © a = Voxg + D12y + Doy + ... + Uiy, (1.46)
kde zo = 1, dale parametry © = [Jg, ¥4, o, ..., 194]T a vicerozmérnou ztratovou funkci
1 & A N2

_ (1)) _ 4@

J(©) = 2m;(h@ () —y?)". (1.47)
Gradientni algoritmus pak bude mit tvar: opakuj
ﬁl—ﬁ-—aij(@) (1.48)
I 0V, ’ '
soucasné aktualizovat parametry pro vsechny j =0,...,n.

Vztah z rovnice lze zapsat jako

m

;Z (ho () - y9) &) (1.49)

a po spojeni rovnic a ziskavame vysledny tvar

0

507 (©) =

1 & : , ;
— 2 7 (8
v =10;—a— §'_: (he (@) —y) (1.50)
pokud bychom vyslednou rovnici rozepsali pro prvni dva parametry vy a ¢; dostali
bychom
1 i i i i
Yo =V — a ,E:1 (h@ (:12( )> — gl )> :13(()), a:(()) =1 (1.51)
1 Zm i )Y i
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1.2.7 Features scaling

V této podkapitole si fekneme néco o velikosti priznakti. Prvni a nejdulezitéjsi véci je
normovani velikosti priznakti na stejnou velikost. Neboli, pokud pouzijeme opét nas pri-
klad ndkupu bytu a definujeme si velikost bytu v dm? (p¥iznak x;) a pocet mistnosti bytu
(priznak x5) a feknéme Zze:

x1 € (5000, 20000),
Ty € <17 5>7
tak bude pro gradientni metodu velmi obtizné a vice vypocetné naro¢né (bude nutno

spocitat vice iteraci) nalézt minimum. Proto je dulezité, aby vsechny priznaky méli stejné
skalovani. V nasem ptipadé by to znamenalo

_ velikost bytu

o 20000
pocet mistnosti
To = 5

Vice obecné lze Fici, Ze se vétsinou voli normovani na interval (—1, 1).

Mean normalization
Velice casta normalizace stfedni hodnotou p, konkrétné pro i-ty priznak

pi —a T H (1.53)
maxr — min

nebo

(1.54)

(std = Standard deviation).

1.2.8 Analytické reseni

V této sekci si ukdzeme jak lze vypocitat minimum nasi ztratové funkee J (©) analyticky.

Priklad:

Predpoklddejme 1D priklad (¢ € R), kdy mame ztratovou funkei J (1), ktera je funkci
jedné realné proménné

J(9) = a¥® + bi + ¢ (1.55)

Pro minimalizaci nasi kvadratické ztratové funkce vyuzijeme hleddni extrému (polo-
zime derivaci rovnou nule)

d
T () = ...

Il
o

(1.56)

a vyTesime pro parametr ¢.
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Vice obecndji pro ©® € R™"! bude naSe ztratova funkce nabyvat tvaru

J (o, D1, ..., Up) = L3 (he (=@ —y@'))z (1.57)

2m i
déle polozime parcidlni derivace podle jednotlivych parametri rovny nule (pro vSechny 7)

a —
8719]- =...

a vyfreSime pro parametry ¥g, ¥1, ..., Up.
Pro slozeni oby¢ejné rovnice budeme potfebovat matici X € R™ "+ kterd v fadcich

Il
o

(1.58)

T
obsahuje jednotlivé vektory (w(z)) a vystupni sloupcovy vektor y € R™. Kde m je pocet
trénovacich vzorku (velikost trénovaci mnoziny) a n je pocet priznaku, kde a:g) =0.

Nyni mtizeme zapsat predpis pro vypocet parametri © analyticky

—1
®=(X'X) X'y (1.59)
Pro analytické feseni neni nutné priznaky normovat, jako v pripadé gradientniho algo-

ritmu, na stejné méfitko, jak je popsano v sekei [I.2.7]

1.2.9 Gradientni algoritmus vs. analytické reSeni

V této sekci budou zminény vyhody a nevyhody gradientniho algoritmu versus analytic-
kého teseni. Velikost trénovaci mnoziny m a pocet ptiznakl n.

Gradientni algoritmus Analytické Teseni
Nutno zvolit konstantu uceni . | Neni nutné volit konstantu uceni a.
Pottebuje mnoho iteraci. Nepottebuje iterovat.
Pracuje dobre, kdyz je n velké. Pomalé pokud je n velké.

1
Nutnost vypocitat inverzi (X X ) .
(Slozitost O (n?)).

Zvolit pokud n > 10°. Zvolit pokud n < 10%.
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1.3 Binarni regrese - klasifikace

Logisticka regrese je oznaceni metody matematické statistiky zabyvajici se problematikou
odhadu pravdépodobnosti néjakého jevu (zavisle proménné) na zdkladé urcitych zndmych
skute¢nosti (nezavisle proménnych), které mohou ovlivnit vyskyt jevu. Uddlost, zda zkou-
many jev nastal, se modeluje pomoci ndhodné veli¢iny, kterd nabyva hodnoty 0, pokud
jev nenastal, nebo 1, pokud jev nastal.

1.3.1 Klasifikace

Na 1vod si uvedme nékolik klasifikacnich prikladi:

Spam: je spam / neni spam 7
Online transakce: podvodné ano / ne 7
Nador: zhoubny / nezhoubny?

Z prikladu je zfejmé, ze se jedna o rozhodnuti mezi dvéma moznostmi, tedy y € {0, 1},
kde 0 je ,negativni tiida“ (nezhoubny nddor) a 1 je pozitivni t¥ida (zhoubny nédor).
Pokud méame y € {0,1} jedné se o klasifikaci do dvou tfid, dale existuje klasifikace do
vice tiid, kde y € {0,1,2,3,...}. V nésledujicich kapitolach se budeme zabyvat klasifikaci
do dvou trid.

Nyni se dostavame k problému jak vyvinout klasifikacni algoritmus, coz si muzeme
ukazat na prikladu trénovaci sady pro ulohu klasifikace nadorti. Nador muze byt bud
zhoubny nebo nezhoubny, tedy budto 1 nebo 0. Dostupna data pro nas ptiklad jsou na
obrazku [L0l

Ano 1 X X X X

Zhoubnost?

I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14
Velikost nadoru

Obrézek 1.6: Trénovaci data.
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Jedna z véci, kterou bychom mohli udélat, je aplikace algoritmu linedrni regrese, ktery
zname z kapitoly Vysledek aplikace hypotézy

he () =©'x (1.60)

1ze vidét na Obr. [L.7

Pokud bychom chtéli udélat predikci ze ziskané hypotézy, tak mizeme vyuzit klasifi-
katoru na zakladé prahovani. Tedy hodnotu po jejiz prekroceni vzorek spada jiz do druhé
tiidy, v pripadé binarni regrese je to hodnota 0.5. Chceme tedy urcit

he (x) > 0.5, predikuj y =1, (1.61)
he () < 0.5, predikuj y = 0. (1.62)

Tento poznatek je reprezentovan na Obr.

Ano 1 X X b3 X

Zhoubnost?

Ne O

X Vzorky
X Vzorky hel
h01 Prah,
0 2 . 6 s 10 12 14 0 2 . 6 8 10 12 1
Velikost nadoru Velikost nadoru
Obréazek 1.7: Linearni regrese. Obrézek 1.8: Linearni regrese - urceni roz-

hodovaciho prahu.

V tomto prikladé jsme si ukazali, Ze linearni regrese déla néco co by se dalo povazovat za
reseni klasifikacniho problému. Na nasledujicim rozsireni naseho prikladu bude ukazano,
ze tomu tak neni.

Rozsitime nas priklad o dalsi vzorky viz Obr. kde nam pribyly dva vzorky vice
vpravo. Po aplikovani linedrni regrese, na rozsitena data, ziskdvame vysledek, ktery lze
vidét na Obr. [I.10] Aktudlni hypotéza hes jiz nespliiuje podminky definované vztahy
a [1.62] jelikoz prvni vzorek, ktery ma byt vyhodnocen jako zhoubny by v tomto piipadé

V tomto prikladé, 1épe feceno protiprikladé jsme si ukazali, proc¢ je nevhodné vyuzivat
linearni regresi jako klasifikacni algoritmus. Ve vétsiné ptipadi nefunguje spravné. Pro
klasifikaci na zakladé linearni regrese muzeme ziskat vysledek hypotézy he > 1 nebo
he < 0, pricemz vysledek binarni klasifikace je pouze y = 0 nebo y = 0. Proto bude nutné
v dalsich kapitolach prijit se sofistikovanéjsim postupem binarni regrese (klasifikace), ktera
splnuje podminku 0 < hg < 1.
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XX . Ano 11

Zhoubnost?

Ne O

X Vzorky

I I I I I I I I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 6 8 10 12 14 16
Velikost nadoru Velikost nadoru

Obréazek 1.9: Rozsifeni trénovaci mnoziny = Obrazek 1.10: Linearni regrese - urceni roz-
dat o dva vzorky vpravo. hodovaciho prahu a zobrazeni jeho selhani
pri predikci.

1.3.2 Reprezentace hypotézy

V této kapitole si ukazeme, jak spravné reprezentovat hypotézu, tedy jakou funkci je
vhodné pouzit v pripadé problému klasifikace.
V sekei jsme zjistili, Zze bychom si pro binarni regresni model prali, aby platilo

0<he (x) <1, (1.63)

tedy aby vystupni hodnota byla mezi 0 a 1 (véetné). Pro reprezentaci hypotézy linedrni
regrese plati

he (x) = O x, (1.64)
tuto hypotézu upravime na tvar
he (z) =g (©'x), (1.65)
kde funkce ¢ je definovana nasledovné
1
g(z)= Tt (1.66)

tato funkce se nazyva sigmoid funkce (Sigmoid function) nebo logisticka/binarni funkce
(Logistic function). Jméno logistické funkce je divod, pro¢ vznik termin logistickd /binarni
regrese. Pokud spojime rovnice a ziskame tvar

B 1
14O

a prubch grafu funkce g (2) lze vidét na Obr. [1.11]

Poznamenejme, ze

he () (1.67)

zggloo g(z) :1’

lim g¢g(z) =0.

Z—r—00
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091

081

0.7

0.6

051

0.4

031

021

01

= Sigmoid funkce g(z)
I

I
-6 -4 -2 ] 2 4 6

Obréazek 1.11: Sigmoidni funkce g (2).

Nyni je potieba, stejné jako drive, pfizplisobit parametry ® nasim dattim, tedy pomoci
trénovaci mnoziny zvolit hodnoty parametri ® a vyuzit tyto parametry pro vypocet
predikce.

Déle si povime néco o interpretaci vystupu hypotézy. Hypotéza heg () = odhadnuté
pravdépodobnost, ze vystup y = 1 na zakladé vstupnich dat x.

Priklad

Pokud & = [zg, z1]" = [1, velikost nddoru|" a he () = 0.7, coZ i{ka pacientovi, Ze Sance,
ze je nador zhoubny je 70%. Nyni nase tvrzeni zapiseme formalnéji

he (z) = P (y = 1]a: ©), (1.68)

neboli, pravdépodobnost, ze y = 1, ,na zakladé dat x“, parametrizovana parametry ©.
V pripadé klasifikace vime, ze vystup y mtze nabyvat pouze hodnot 0 nebo 1, proto plati

P(y=0|z;0)+ P (y=1|x;0) =1, (1.69)

neboli
Py=0z;0)=1—-P(y=1|x;0). (1.70)

Poznamka

Pravdépodobnost muze nabyvat hodnot 0 — 1, neboli 0 — 100%.
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1.3.3 Rozhodovaci hranice

V této kapitole si povime néco o rozhodovaci hranici, abychom ziskali vétsi ponéti o vy-
poctu hypotézy bindrni regrese (klasifikace).
V kapitole [1.3.2] jsme si ukdzali tvar hypotézy (sigmoid funkce)

he (z) = g (© '), (1.71)
kde 1
9(2) =1 = (1.72)

a graf 1ze vidét na Obr. [1.12]

1

091

0.8

0.7

0.6

051

041

031

021

01

= Sigmoid funkce g(z)
I

I
-6 -4 -2 0 2 4 6

Obrazek 1.12: Sigmoidni funkce g (2).

Podrobnéji vysvétlime, kdy nase hypotéza bude predikovat na vystupu 0 nebo 1. Kon-
krétné nase hypotéza bude na vystupu predikovat y = 1 v pripadé

he (z) =g (@'x) = P(y=1z;0). (1.73)

Predpokladejme, ze klasifikitor predikuje vystup y = 1 pokud he () > 0.5, coz plati
pro ® 'z > 0 a klasifikdtor predikuje vystup y = 0 pokud he (x) < 0.5, coz plati pro
0’z <0.
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Priklad - linearné separabilni tridy

Predpokladejme, ze mame trénovaci sadu, ktera je znazornéna na Obr. a nase hypo-

téza ma tvar

he () = g (Vo + V121 + Vaxs) .

(1.74)

Nyni se nebudeme zabyvat tim, jak prizptsobit parametry tomuto modelu. Predpokla-
dejme, 7e © = [y, U1, ¥2]' =[-3, 1, 1]".

35

05t (o} o

35

Obrazek 1.13: Vizualizace dvou trid.

Rozhodovaci hranice

3.5

35

Obrazek 1.14: Vizualizace rozhodovaci hra-

nice.

Na prikladu si ukazeme, kdy hypotéza bude predikovat, jako vystup 0 a kdy 1. Hypo-

téza bude predikovat vystupni hodnotu y = 1 pokud

—3+l’1+l’220

(1.75)

(©@Tx > 0), jinymi slovy pro viechna x; a y, které splituji rovnici bude nase hypotéza
predikovat v¥stup y = 1. ReSen{ rovnice je naznaceno na Obr. a odpovidaji mu

cervené krizky nad rozhodovaci hranici.

V piipadé, kdy =1 + z2 = 3, tak to odpovida presné he (x) = 0.5. Jinak feceno reseni
odpovida presné rozhodovaci hranici mezi t¥idami.
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Priklad - linearné neseparabilni tiidy

vvvvvv

rozhodovaci hranici) a musime vyuzit polynomidlni regrese, tedy musime vyuzit vyssi
stupné polynomu jako pfiznaky viz Obr. [I.15]

2 T T T T T T T T T T 2

T
15F x x x B 15F x x x

1 x x — 1t

(o)
0.5+ X O O X Bl 05 X X
0 X (o) x S0 x x
o&o, o
o
-0.5 X (@] X 0.5 X X
(0]

-1 x x -1

-15 X X X 15 X X X

Obrézek 1.15: Vizualizace linedrné nesepa-  Obrazek 1.16: Vizualizace linedrné nesepa-
rabilnich trid. rabilnich ttrid spolecné s rozhodovaci hra-
nici.

NasSe hypotéza mé tvar he () = g (9o + V121 + Voxy + V322 + Y9423), kde jsme oproti
predchézejicimu prikladu (rovnice pfidali dva ptiznaky z? a 3 a mame 5 parametrii
Yy....4. Nebudeme zabyvat tim, jak vypocitat parametry © (bude popsano v nésledujicich
sekcich), feknéme, 7e © = [Uy, ¥1, o, U5, 04] = [—=1, 0, 0, 1, 1]". CoZ znamena, Ze
nase hypotéza bude predikovat vystup y = 1 pokud —1 + 22 + 22 > 0 (pro smér ven
od rozhodovaci hranice), tato rovnice odpovidé rovnici kruznice 23 + 23 = 1 o poloméru

r = 1. Rozhodovaci hranice je vidét na Obr. [1.16]

Poznamka

Rozhodovaci hranice je vlastnost hypotézy, konkrétné parametri ©, neni to vlastnost
trénovaci sady. Trénovaci sada je pouze vyuzita k nalezeni parametrii hypotézy ©.
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1.3.4 Ztratova funkce

V této sekei si povime jak vypocitat parametry @ pro binarni regresi / klasifikaci.
Definujme problém uceni s ucitelem pro bindrni regresni model. Méjme trénovaci mno-

{(2®,yD), (22,4) ..., (2, y™)} (1.76)

o velikosti m vzorku, kde

zinu

eV = [zo, 21, ..., 2], (1.77)
x® € R" a xy =1, y € {0,1}. Nage hypotéza ma tvar

1

he (x) = 1 —or2

(1.78)

Nyni si polozme zasadni otédzku, jak zvolit parametry © v zavislosti na nasi trénovaci
mnoziné?

Pripometime si ztratovou funkci J(®) pro linedrn{ regresi (viz sekce [1.2.3)), kterou
zapiseme v nasledujicim tvaru

= 25 (e () )", (179

dale mizeme ztratovou funkci prepsat do tvaru

1
m

J(©®) = ;zf:lCena (h@ (x(i)) ,y(i)) , (1.80)
kde 1 )
Cena (h@ (:B(i)) ,y(i)) 75 (h@ (w(i)) - y(i)) . (1.81)

Nyni lze z rovnice lépe videt, ze ztratova funkee je - krét soucet Cen pres trénovaci
sadu. Rovnici Ize dale zjednodusit vynechdanim hornich indext

Cena (ho (2) ) = (ho (@) — y)° (1.82)

a T1kd ndm jakou Cenu zaplatime pokud vystupni hodnota hypotézy bude heg (x) a vy-
stupni informace od ucitele bude hodnota y.

Tento predpis pro vypocet Ceny plati pro linearni regresi. Avsak v této sekci
se zajimame o binarni regresi. Pokud bychom chtéli minimalizovat tuto ztratovou funkei
v rovnici tak tato funkce muze byt nekonvexni vzhledem k parametrim © (neni
zaruceno, ze dosdhneme globalniho minima, jako v ptipadé konvexni ztratové funkce).

Uvedme si ztratovou funkei, kterd se vyuziva pti binarni regresi

canto@ i ={ oG hevse 0

jinymi slovy lze Fici, Ze se jednd jakou ztratu (kolik nés stoji) utrpime pokud y = 0 nebo
y =1
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Nyni si ztratovou funkei pro binarni regresi, z rovnice [1.83] rozebereme podrobnéji.

Na Obr. Ize vidét pribéh ztratové funkee.

5

45 ——— ~log(h(x))
—\og(l—h@(x)

ab

35

3k

25

2k

15

1+

0.5

0

0 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
ho )

Obrazek 1.17: Prubéh ztratové funkce.

Pokud bude y = 1 a nase hypotéza he (x) = 1, tak utrpime ztratu rovnu Cena = 0.
Ale pokud se bude hodnota hypotézy zmensovat he () — 0, tak se utrpénd ztrata bude
zvétsovat Cena — 0o. V druhém piipadé pokud he () = 0 (predikce P (y = 1|x;©) =
0), ale y = 1, tak utrpénd ztrata bude velmi velka.

Pro y = 0 plati obdobné druhd ¢ast rovnice [I.83]

1.3.5 Zjednodusena ztratova funkce a gradientni metoda

Nase ztratova funkce J (@) ve tvaru

J(®) = ;f:lC'ena (h@ (a:(i)) ,y(i)> , (1.84)
kde
Cena (he (x) . y) = { o (llog_ (ZZ E§§§ o ! (1.85)

poznamenejme ze y = 0 nebo y = 1 (pokazdé, zadna jind moznost neni).
Nasi C'enu z rovnice [1.85 mtizeme zapsat v jedné rovnici, ktera ma tvar

Cena (he (x),y) = —ylog (he () — (1 —y)log (1 — he (x)), (1.86)

pokud y = 1, tak rovnice prechazi na prvni ¢ast rovnice [1.85 a pokud y = 0, tak
rovnice [I.86] pfechdzi na druhou ¢ést rovnice [I.85]
Po spojeni a tipravé rovnic a [1.84] ziskdme vysledny tvar

L[S 10s (he (o)) + (1) og (1= e (=) 187

J(©) =
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Cilem je nalézt takové parametry ©, které minimalizuji ztratovou funkei J
min J(©), (1.88)

a nasledné pro vypocitame predikci nasi hypotézy (na zékladé nového vstupu x)

1
Nyni mtizeme konecéné zapsat cely gradientni algoritmus, opakuj
9=, — a2 J (@) (1.90)
! ! o0V, ’
po kazdé iteraci aktualizuj vSechny parametry 9J; najednou dokud algoritmus nedokon-
verguje.
Poznamka

V rovnici bude vyuzit tvar

2310 = 15 (1a (e) - o) . )

1
m =
a proto je vyhodnéjsi psat rovnici [1.90] ve tvaru

0, =0;—a (he (7)) —y?) z". (1.92)
Algoritmus vypadé totozné jako v pripadé linearni regrese (viz [1.50]) s rozdilnou hy-
potézou he (x), v pripadé linedrni regrese
he (£) =0O'x (1.93)
a v pripadé binarni regrese se jedna o

(1.94)

Poznamka

Pri vypoctu parametrii ® pomoci gradientniho algoritmu v ptipadé binarni regrese je
také vhodné vyuzit Features scaling, jako v ptipadé linedrni regrese (viz sekce [1.2.7)).
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1.3.6 Pokrocilé algoritmy optimalizace

V této sekci si uvedeme priklady nékolika pokrocilejsich algoritmt optimalizace, které
jsou lépe vyuzitelné pro velké problémy strojového uceni, kde je napriklad velky pocet
priznaki.

Pfipomenme nas optimalizac¢ni problém, mame ztrdtovou funkeci J (©) a chceme ji
minimalizovat

m(gnJ(@). (1.95)

0
B9,
nény gradientni algoritmus, nebo néjakou z pokrocilejsich optimalizacnich metod jako jsou

Musime tedy znat rovnice pro vypocet J (©) a »5-J (©) nasledné muzeme vyuzit zmi-

napriklad
Nézev algoritmu Vihody | Nevyhody
Conjugate gradient Nemusi se volit Vice slozité
BFGS konstanta uceni a.
L-BFGS | Rychlejsi nez gradientni metoda.
Tabulka 1.3: Priklady pokrocilejsich optimalizac¢nich algoritmi.
Priklad

Nyni si uvedeme priklad spoleéné s jeho implementaci v MATLABu. Méjme vektor para-
metrit @ = [, ¥5]" a ztratovou funkei J (©) = () — 5)° + (¥, — 5)*, déle vypoiteme
parcidlni derivace ztratové funkce

9,
0

Program v prostredi MATLAB by mohl vypadat nasledovné, nejprve je nutné si vy-
tvorit funkci pro vypocet ztratové funkce, ktera bude vracet hodnotu ztratové funkce
a jednotlivé gradienty.

function [jVal, grad] = costFunction(theta)

jVval

(theta(1l, 1) — 5)°2 + (theta(2, 1) — 5)"2;
grad = zeros(size(theta, 1), 1);

grad(l, 1) = 2 * (theta(l, 1) — 5);

grad(2, 1) = 2 *x (theta(2, 1) — 5);

end
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Optimalizaci ztratové funkce (hleddni minima) muzeme spustit nésledovné.

initialTheta = [1; 2];

options = optimset('GradObj', 'on', 'MaxIter',6 100);

[optTheta, functionVal, exitFlag] = ...
fminunc(@costFunction, initialTheta, options);

Vysledné hodnoty pro v12 = 5, coz lze pro tento jednoduchy piipad vidét z rovnic
a[L.97] Jak lze vidét z piikladu, nebylo nutné nastavovat parametr «, funkce frinunc
v MATLABu si jej nastavila sama.
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1.3.7 Klasifikace do vice trid

V této sekcei si povime o klasifikaci do vice tiid. Tento problém lze uchopit tak, ze budeme
klasifikovat jednu tfidu proti vSem ostatnim, nas klasifikac¢ni algoritmus by se dal nazvat
jeden proti vSem.

Nejdrive si popisme nas klasifika¢ni problém, lze ho demonstrovat na prikladu klasi-
fikace emailti. Predstavme si, ze bychom radi prichozi emaily rozdélovali do slozek, nebo
oznacovali podle skupiny lidi, od kterych nam email priSel, naptiklad pracovni emaily,
emaily od kamaradil, emaily od rodiny a emaily od zndmych, s kterymi sdilime konicky:.
Neboli chceme klasifikovat do t¥id y = {1, 2, 3, 4}. Na Obr. a je vidét rozdil

v klasifikaci do dvou a vice trid.

6 T T T T T 6
5 5 X
X
X
4 4+ x
X
ok <3
2 2
m] m]
1 m] m] 1 n] n]
n n Tr!dal
0 Jez
00 1 2 3 4 5 6 OO 1 2 3 4 5 6
Xl Xl
Obrazek 1.18: Klasifikace do dvou trid. Obrazek 1.19: Klasifikace do vice trid.

7, predeslych sekci vime jak klasifikovat do dvou tiid. Nyni tento pristup pouzijeme
pri Tfeseni problému klasifikace do vice tfid. Na Obr. je znazornéno rozlozeni tiid
a nasledné na Obr. je ukazana klasifikace tiidy 1 proti tridé, ktera je zkonstruovana
spojenim vSech ostatnich t¥id (v nasem pifpadé tifd 2 a 3). Na dalsich Obr. a

jsou naznaceny zbylé kombinace.Pro jednotlivé klasifikace je nutné vytvorit hypotézu
he (), ie{l, 2, 3}, (1.98)
kterd odpovida pravdépodobnostem

hY) (@) = P (y =ilx; ©). (1.99)
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6 6
5 x 5 (o]
x o
4 x . o ©
x o
<N 3 3
2 2
o o
1 o o 1 (o] (o]
o g Tidas o S e
X Trida3 Delici primka
o . ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Xl xl
Obrazek 1.20: Rozlozeni tiid y = {1, 2, 3}. Obrazek 1.21: Klasifikace tiidy 1.
6 6
5 (o] (o] 5 (o) X
o o o o o x
(o] x
. o o 4 o
(@] X
3 — <M 3
2\ 2+
o o
1 m] m] 1 (o]
o 8 sam o O osam
Delici primka Delici primka
. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 5 6
Xl
Obrazek 1.22: Klasifikace ttidy 2. Obrézek 1.23: Klasifikace ttidy 3.
Shrnuti

Nejdrive je nutné natrénovat binarni klasifikatory h(@i) (x) pro vSechny tridy i pro predikci
pravdépodobnosti, ze vzorek bude pattit do tiidy y = ¢. Nasledné pro novy vstup x klasifi-
kovat podle vSech hypotéz a vybrat takovou tiidu ¢, kterd maximalizuje pravdépodobnost
hypotézy

max h) (@) . (1.100)
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1.4 Regularizace

1.4.1 Problém pretrénovani

Nyni kdyz zname algoritmy linearni a binarni regrese, které se hodi pro feseni mnoha tiloh
strojového uceni, musime si Tici néco o problému zvaném pretrénovani. Tento problém
zpusobuje, ze dané algoritmy ve vysledku funguji velmi Spatné.

V této sekei si vysvétlime v ¢em problém pretrénovani spociva a v nasledujicich sekcich
bude popsan postup jak se s danym problémem vyporadat.

Vratme se k nasemu problému predikce ceny velikosti bytu, ve kterém jsme vyuzili
algoritmu linearni regrese.

Na Obr. jsou znazornéna trénovaci data. Pokud vyuzijeme linearni regresi spolecné
s hypotézou he (x) = Yy + V1, tak ziskdme predikei ve tvaru, ktery lze vidét na Obr.
V tomto pripadé nase zvolend hypotéza he (x) nerespektuje dostatecné tvar nasich
trénovacich dat. Presnéjsi anglicky termin pro takto nastalou situaci zni underfit nebo
high bias, coz se da vysvétlit jako problém, kdy se snazime pouzit regresi na trénovaci
data s malo komplexni hypotézou. Tedy hypotéza nemuze dostatecné presné vystihovat
tvar dat (nezobectiuje).

Cena bytu v tis. Kc
x
Cena bytu v tis. Kc

X Data

—— Hypoteza: he(x) = ‘90 + 31 X

Podlahova plocha v e Podlahova plocha v e

Obrézek 1.24: Trénovaci data. Obrazek 1.25: Linearni regrese (underfit,
high bias).
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Na Obr. Ize vidét regresi s hypotézou ve tvaru he () = Uy + 912 + 9222, kterd
velmi dobfe zobecnuje trénovaci data a proto by byla v tomto pripadé nejlepsi volbou.

Déle na Obr. lze vidét regresi s hypotézou he () = Jg+ 012+ V222 + 992 + Jozt,
jejiz chovani je velmi ,divoké“ a nezobecnuje trénovaci data. V tomto pripadé se snazi
hypotéza co nejvice respektovat trénovaci data za cenu ztraty obecnosti. Tento problém
se nazyva pretrénovani, anglicky overfitting nebo high variance.

Cena bytu v tis. Kc
Cena bytu v tis. Kc

X Data X Data
Hypoteza: he(x) = 80 + 51 X+ 52 X2 Hypoteza: he(x) = 50 + 31 X+ 32 X2+ 33 X3+ 34 x*

Podlahova plocha v m? Podlahova plocha v e

Obrézek 1.26: Regrese pomoci hypotézy  Obrazek 1.27: Regrese pomoci hypotézy ve
ve tvaru polynomu druhého stupné (just tvaru polynomu ¢étvrtého stupné (overfit-
right). ting, high variance).

Pretrénovani (overfitting):
V pripadé, ze mame prilis mnoho priznaki, hypotéza mize velmi dobte respektovat tré-

novaci data (J (@) =2ymr, (h@ (:c(i)> - y(i))2 R~ 0>, ale nebude schopna spravné kla-

2m
sifikovat nové prichozi vzorky. Nebude schopna generalizovat, tedy predikce na nové pri-
chozich vzorcich selze.

Moznosti odstranéni pretrénovani:

1. Redukovat pocet priznaki.

e Manualné zvolit priznaky, které budou zachovany.

o Automaticka redukce ptiznaki napriklad PCA.
2. Regularizace.

+ Zachovat vSechny priznaky, ale redukovat velikost / vahu parametrt 9;.

o Funguje spravné pokud méame velké mnozstvi priznaki, kde kazdy malou mérou
prispiva k predikei y.
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1.4.2 Ztratova funkce

V sekci m jsme si ukazali jak lze pomoci kvadratické hypotézy he () = Jy+ 1+ 192>
dobfe zobecnit nase trénovaci data. Dale jiz vime, Ze hypotéza ve tvaru he (x) = Uy +
V12 + Yox? 4 ¥92% + ¥9x* nezobectiuje nadi trénovaci mnozinu dat dobfe.

Cena bytu v tis. Kc
Cena bytu v tis. Kc

X Data X Data
Hypoteza: he(x) = 90 + Sl X+ 82 X2+ 93 X3+ \94 x*

. - 2
Hypoteza: he(x) = 80 + \91 X+ 92 X

Podlahova plocha v e Podlahova plocha v m?

Obrazek 1.28: Regrese pomoci hypotézy  Obrazek 1.29: Regrese pomoci hypotézy ve
ve tvaru polynomu druhého stupné (just  tvaru polynomu ¢tvrtého stupné (overfit-
right). ting, high variance).

Predpokladejme, Ze budeme penalizovat parametry 93 a ¢4 (jejich hodnoty budou
malé). V rovnici|1.101] je ukdzéna nase znaméa optimalizace

1 Z ‘ 2
1 - (1)) _ @
min 5 ; (h@ (w ) Y ) : (1.101)
kterou muzeme upravit na tvar
1 i )2
min o~ 3 (he () — y) + 100003 + 100003, (1.102)

i=1
kde hodnoty 1000 jsou pouze ilustrativni a reprezentuji velka cisla (velké vahy). Tedy
pokud bychom chtéli minimalizovat rovnici [1.102] tak to 1ze za predpokladu, ze ¥3 a 9,
budou malé ¢isla. V pripadé, ze v3 ~ 0 a ¥4 =~ 0, tak ziskdme opét nas minimalizac¢ni
problém jako v rovnici . Jesté vétsi dopad to ma na tvar hypotézy he (x) = Yy +
V12 + V92% + 9923 + U924, kterd difve vedla k pretrénovani. Ta v piipadé, ze ¥5 ~ 0 a
Yy =~ 0 piejde na tvar heg (x) = Yo+ + Y922, Timto se zbavime problému pietrénovani
a ziskdme tvar hypotézy, ktery dobte zobecnuje trénovaci data.

Regularizace

Cim jsou mensi hodnoty parametrit Jg, 91, ..., Y, tim jednodussi“ tvar hypotézy zis-
kame a tim méné je tvar hypotézy nachylny k pretrénovani. Zapsano rovnici
1

J(©) = 5 (i (h@ (;,;(i)) _ yu‘))? + A En:l 195) : (1.103)

=1
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kde je nejdrive podotknout, Ze nova suma s indexem j ma jinou mez n nez prvni suma.
To je zplisobeno tim, Ze se regularizace vztahuje pouze na parametry v, s, ..., 3,,, tedy
parametr g neni regularizovan, protoze je vzdy nasoben jednickou, neptijde do kontaktu
s priznaky vzorki. Dale parametr \ je takzvany regulariza¢ni parametr, ktery kontro-
luje vyvazeni mezi tim, jak hodné bude regularizace ovliviiovat ptuvodni ztratovou funkci
J (©). Regularizace je dana vztahem

A 9E (1.104)

Nasim cilem je jako dfive minimalizovat ztratovou funkci

min J(©) (1.105)

Co se stane, pokud bude regularizacni parametr A p¥ilis velky? Reknéme, ze A = 100,
Poté hypotéza ve tvaru he () = Jo+ 912 + 0922 + J9z® + Joz* prejde na tvar he (z) = 9y
a vysledny priitbéh lze vidét na Obr.

Cena bytu v tis. Kc

X Data
Hypoteza: ho(x) = 80

Podlahova plocha v m?

Obrézek 1.30: Pouziti regularizace k ziskani underfit hypotézy.

7 uvedeného vyplyva, ze je nutné volit regularizacni parametr \ velmi opatrné. S vel-
kym A dosdhneme underfit problému a s malym A\ neodstranime overfit problém.
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1.4.3 Regularizace linearni regrese

Pro linearni regresi mame odvozen gradientni algoritmus a analytické feseni. V této sekci
oba algoritmy zobecnime s vyuzitim regularizace.

Regularizace gradientniho algoritmu linearni regrese

Mame nasi optimalizacni tlohu linearni regrese spole¢né s regularizaci

1 m , N2 -
J(©) =5 (Z (he (&) = y™)"+ A Zﬁ?) , (1.106)
i=1 j=1
snazime se minimalizovat ztratovou funkeci
min J(©) (1.107)

Pripomenme si drive predstaveny gradientni algoritmus linedrni regrese. Opakuj

1™ ) ) .
=9 = @\ _ ,,®) @ C
v; = am;(h@ (a: ) Y )xj , j=0,1,...,n. (1.108)
Tento algoritmus je mozno rozdélit do dvou krokt. Rozdélit vypocet pro ¥y a vi,. .
Opakuj
1™ , , .
9o =0g—a—> (he (V) —y®) 2} 1.109
0 0 Oém ; ( ) (513 ) Y ) Lo s ( )
1 & i D) .0
v, :ﬁj—aEZ(h@(m())—y())xj , J=12,... n. (1.110)

Doposud na algoritmu nebylo nic zménéno, pouze byl rozepsan do dvou krokt. Protoze
vime, ze na parametr 9y se regularizace nevztahuje, proto mizeme algoritmus pozménit
a pridat regularizac¢ni ¢len. Nasledné bude mit gradientni algoritmus tvar. Opakuj

Jy = —a i (ho (=) — y) 2, (1111)
9, =9, —a (nll f: (he (x?) —y@) i + 2@) . j=1,2,....n, (1112)
i=1
kde plati
ézo J(©) = (;é(h@ (=) —y“))xff')), (1.113)
ailj J(©) = (;é(h@ (27) = yD) i’ + 21&3) , j=1,2,...,n (1.114)

Rovnice [1.112| 1ze ptrepsat do tvaru
A 1 . , ,
9. (10l )~ a @) _ @Y @
v =1, (1 am> a ;:1 (h@ (zc ) Y )xj , (1.115)
kde plati

1 —a <. (1.116)
m
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Regularizace analytického reseni linearni regrese

Pripomenme si

X € Rmx(n+1)

?

(1)

-
y:b yee Y , YyER™

Analytické Teseni pro vypocet ® ma tvar
-1
@=(X'Xx) X'y
Cilem je minimalizovat ztratovou funkci
min J(©).

Pokud vyuzijeme regularizaci, tak nase analytické feseni prejde na tvar

- Ty -1

000 0 O
01 0 0 O
O=[X'X+A{001 0 0 Xy
00 0 2
(000 - 1]
kde novd matice mé velikost R+ (n+1)

Rozsireni
Predpokladejme, ze m < n, kde m je pocet vzorki a n je pocet priznaku a
-1
©=(X'X) X'y,

pak je matice X ' X neinvertovatelna / singuldrni.

(1.117)

(1.118)

(1.119)

(1.120)

(1.121)

(1.122)

Pro vypocet lze v tomto pripadé vyuzit pseudoinverze, konkrétné v MATLABu k to-

muto ucelu slouzi funkce pinv().

Theta = pinv(X' * X) *x X' x y;

Pokud A >0

0= |X"X+\ 1 Xy

Matice musi byt invertovatelna
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1.4.4 Regularizace binarni regrese

Pro binérni regresi jsme diive mluvili o dvou typech optimalizace. Mluvili jsme o tom,
jak pouzit gradientni algoritmus a jak pouzit pokrocilé metody optimalizace. V této sekci
si ukdzeme, jak tyto pristupy upravit, aby vyuzily regularizace.

Regularizace binarni regrese

Drive jsme si ukazali, ze binarni regrese je nachylna na pretrénovani v pripadé, kdy zvolime
vysoky stupen polynomu reprezentujici nasi hypotézu, napriklad

he () =g (190 + V121 + Voa? + V52229 + V4222 + Isxiad + .. ) , (1.124)

pro takovouto slozitou hypotézu muzeme dostat délici kiivku velmi variabilni a velmi
respektujici rozdéleni trénovacich dat, tedy kiivku, kterd nedostatecné zobecnuje.

X Trida1
QO Trida2
Rozdelovaci nadrovina|

Obrazek 1.31: Mozny vysledek s pouzitim hypotézy z rovnice

Ztratova funkce pro binarni regresi ma tvar
J(©) = - Lln 3"y log (he (@) + (1= y?) log (1 - he (m“))] (1.125)
i=1

a jeji modifikaci ziskame regularizovany tvar ztratové funkce

1 . . . A2
J(©) = — [m Zzly@ log (he (™)) + (1 - ) log (1 - he (a:”))] +5 - le 2
(1.126)

pridand suma je jen do n, jelikoz se neregularizuje slozka vy, ktera je vzdy rovna jedné
a neni v soucinu se zadnou proménnou z, y. Tvar ztratové funkce spolecné s regularizaci
bude nasi rozdélovaci nadrovinu vice zobectiovat a pomiize nam tesit problém pretréno-
vani.

Implementace bude provedena nasledovné: opakuj

Jo = o a;i (ho () — ) 2f) (1.127)
9; =9 —a l; i (he (2@) - y) 2" + jlﬁj] . j=1,2,3,...,n,(1.128)
=1
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kde 1
he (x) = [T eo= (1.129)
Z rovnice [1.128|1ze vidét, ze plati
0 1 , N oA
i - @) _ @Y 0 4 g
aﬁj‘](@) —~ ; (he (@) — y) 2" + ;. (1.130)

Regularizace pokrocilé optimalizace

Nyni bude nastinéno jak vyuzit pokrocilé optimalizace v MATLABu. Nechf nas vektor
parametria ® odpovida

O = [Uo, 0, ..., 0,]" = [theta(1),theta(2),. .. theta(n + 1)] (1.131)

(z divodu, ze MATLAB indexuje od jednicky).

function [jVal, gradient] = costFunction(theta)
jVal = [code to compute J(Theta)l;

1 & . . . ‘ A X
— = () (4) _ @) B (4) AN 2
J(@)_[ m;y log (he () + (1= y9) log (1 - he (= ))]+2mjzlq9j
(1.132)
dale vypocet gradientu
gradient(1l) = [code to compute gradient(1)];
iJ(@) = f: (he (V) = y) «f! (1.133)
8’!90 mizl 0>
gradient(2) = [code to compute gradient(2)];
0 (1 > , NS S
— — | = (@) _ @) .0 e
8191J(®) = _mzzl(h@ (27) = y) 2 _ + 0, (1.134)
gradient(3) = [code to compute gradient(3)];
0 1 A N ol A
Giadf . @) _ @) .0 il
(%J(@) = _m;(h@ (27) = y?) b _ + 20, (1.135)
gradient(n+l) = [code to compute gradient(n+1)];
(1.136)
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1.5 Uceni s ulitelem

Uceni s ucitelem je metoda strojového uceni pro uceni funkce z trénovacich dat. Tréno-
vaci data sestavaji ze dvojic vstupnich objektu (typicky vektora priznaki) a pozadovaného
vystupu. Vystup funkce muze byt spojita hodnota (pri regresi) anebo muze predpovidat
oznaceni tiidy vstupniho objektu (pii klasifikaci). Uloha algoritmu uceni je predpovidat
vystupni hodnotu funkce pro kazdy platny vstupni objekt poté, co zpracuje trénovaci pti-
klady (tj. dvojice vstup a pozadovany vystup). Aby to dokdzal, musi algoritmus zobecnit
prezentovana data na nové situace (vstupy) ,smysluplnym® zptisobem. Analogické tloha
v lidské a zviteci psychologii se ¢asto nazyva uceni konceptii.

Pretrénovani (anglicky overfitting) je stav, kdy je systém prilis pfizptisoben mnoziné
trénovacich dat, ale nemé schopnost generalizace a selhdva na testovaci (valida¢ni) mno-
ziné dat. To se miize stat napriklad pri malém rozsahu trénovaci mnoziny nebo pokud
je systém prilis komplexni (napiiklad ptilis mnoho skrytych neuront v neuronové siti).
Resenim je zvétdeni trénovaci mnoziny, snizeni slozitosti systému nebo riizné techniky
regularizace, zavedeni omezeni na parametry systému, které v disledku snizuje slozitost
popisu naucené funkce, nebo predc¢asné ukonceni (prubézné testovani na valida¢ni mno-
ziné a konec uceni ve chvili, kdy se chyba na této mnoziné dostane do svého minima).

P1i uéeni se pouzivaji trénovaci data (nebo trénovaci mnozina), testovaci data a ¢asto
validac¢ni data.

Priklady algoritmii: rozhodovaci stromy, AdaBoost, nahodné rozhodovaci lesy, me-
toda nejblizstho souseda, metoda K-nejblizsich sousedti, linearni regrese, Bayestuv klasifi-
kétor, neuronové sité, bindrni regrese, support vector machine (SVM), atd.

Metoda minimalni vzdalenosti

V kazdé tridé se snazime najit typicky prvek, ktery nazyvame etalon. Obraz klasifikova-
ného objektu pak porovname s etalony vsech tiid a zaradime jej do tridy, jejiz etalon je
klasifikovanému obrazu nejpodobnéjsi. Protoze obrazy etalonu i klasifikovaného objektu
jsou n-rozmérné vektory, mizeme podobnost definovat jako Euklidovu vzdalenost mezi
nimi.

Metoda nejblizsiho souseda

Klasifikace podle nejblizsich sousedt spada mezi neparametrické metody klasifikace. Tyto
metody jsou zalozeny na podstatné slabsich predpokladech nez metody parametrické.
Nepredpokladame znalost tvaru pravdépodobnostnich charakteristik tiid.

Metoda nejblizsiho souseda je zalozena na hledani pfimo aposteriorni pravdépodob-
nosti. Je myslenkovym rozsitenim metody klasifikace podle nejblizsi vzdalenosti od eta-
lonu.

Znédme trénovaci mnozinu (x;, w;) - Kde z; je vzorek, kterému je pfirazena tiida

i=1,..,
w; a K je velikost trénovaci mnoziny. Pro neznamy prvek x hleddme ) takové, ze ||z}, —

x|| = min ||}, — z||i=1.. k. Prvek zafadime do stejné tiidy, do jaké nélezi z),.

-----

Nejcastéjsi je klasifikace podle jednoho souseda (1-NN), ale existuje i klasifikace pro
obecné k soused.
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Metoda k-nejblizsich sousedt

Algoritmus k-nejblizsich sousedt (neboli £-NN) je algoritmus strojového uceni pro rozpo-
znavani vzoru. Jde o metodu pro uceni s ucitelem, kdy se klasifikuji prvky reprezentované
vice dimenzionalnimi vektory do dvou nebo vice ttid. Ve fazi uceni se predzpracuje tréno-
vaci mnozina tak, aby vSechny priznaky mély stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1, toto umisti
kazdy prvek trénovaci mnoziny do nékterého mista v N-rozmérném prostoru. Ve fazi kla-
sifikace je umistén dotazovany prvek do téhoz prostoru a najde se k nejblizsich sousedi.
Objekt je pak klasifikovan do té tridy, kam patii vétsina z téchto nejblizsich sousedu.

Pokud je k = 1, jde o specialni zjednoduseny pripad, metodu nejblizsitho souseda. Pro
hledani nejblizsiho souseda v mnoziné lze pouzit riizné metriky. Nejobvyklejsi je Euklidova
metrika nebo Hammingova metrika.
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1.6 Uceni bez ucitele

Uceni bez uditele je dalsi metoda strojového uceni. Casto je také nazjvana shlukovani.
Jejim hlavnim cilem je odhalit spojitosti ¢i souvislosti mezi predlozenymi obrazy (daty)
a podle nich je klasifikovat (rozdélit) do jednotlivych shluka (skupin).

Narozdil od uceni s ucitelem nemame béhem shlukovani zadnou trénovaci mnozinu
dat. Pred samotnym procesem shlukovanim je tieba zvolit vhodné priznaky, kterymi bu-
deme popisovat jednotlivé obrazy. Snazime se samoziejmé pocet potrebnych priznakt
minimalizovat (vypocetni naroc¢nost, atd.) a proto vybirdme takové priznaky, které jsou
co nejvice informativni.

Po vybéru priznaki je samoziejmé nutné zvolit vhodny shlukovaci algoritmus. Tento
vybér je ovlivnén mnoha faktory, jako napriklad vypocetni naroc¢nost, velikost klasifiko-
vané mnoziny, predpoklddany tvar shluki (viz obrézek [1.32), atd.

Obrazek 1.32: (a)Kompaktni shluky, (b) Podlouhlé shluky, (c) Sférické a elipsoidni shluky

Shlukovani se vyuziva v celé skdle oborti, napiiklad v biologii, ekologii, sociologii,
geografii, geologii a grafové teorii. Shlukovani je také jednou z nejprirozenéjsich mentalnich
aktivit ¢lovéka, ktery také vijemy a informace klasifikuje do jednotlivych ttid.

Priklady algoritmii: Sekvencni algoritmy, K-means, Hierarchické algoritmy (aglome-
rativni, divizni), Fuzzy shlukovani, Genetické shlukovaci algoritmy, Algoritmy zalozené na
morfologickych operacich,...

K-means (MacQueentv algoritmus)

Jedna se o jeden z nejoblibenéjsich a nejrozsitenéjsich shlukovacich algoritmii. Pro vy-
pocet vzdélenosti mezi dvéma obrazy pouziva Euklidovu vzdalenost. Mezi jeho hlavni
vyhody patii jednoduché implementace a nizka vypocetni ndro¢nost. Mezi nevyhody na-
opak nutnd znalost poc¢tu tiid (shluki), do kterych budeme klasifikovat, a problematicky
vybér pocateéniho 'nastfelu’ reprezentantt shlukt. Algoritmus je vhodny pro kompaktni
a sférické shluky a diky jeho rozsifenosti existuje mnoho jeho modifikaci (K-methodois,
PAM, CLARA, CLARANS).
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Nyni bude uveden zdkladni K-means algoritmus a dale podrobnéji vysvétlen.

Algorithm 1 K-means algoritmus
1: Vstup: Vhodné zvoleny odhad reprezentantt 6;(0) pro j = 1,...,m.

2: for i = 1 to N: rozhodni nejblizsiho reprezentanta 6; pro dané x;, zafad x; do shluku
i,

3: for i = 1 to m: aktualizuj parametry: piepocti 6; jako stfedni vektor j-tého shluku.

4: kroky 2 a 3 opakuj dokud se 6; ve dvou po sobé jdoucich krocich nezméni.

5: Vystup: Stfedy shluki 6; + kompletni shlukovani pro vSechny body

V prvnim kroku algoritmu je po uzivateli pozadovan pocet shlukia m a vhodny nasttel
sttedt shluki 6,(0). Tato ¢ast je v praxi ¢asto velmi problematickd, casto je feSena tak, ze
j pocatecnich nastrelt je zvoleno jako prvnich j ¢lent dané mnoziny. Algoritmus se dale
snazi minimalizovat nasledujici kritérium

N m

JO.U) =303 uyllai — 051 (1.137)

i=1j=1

kde N je pocet shlukii, m pocet bodi mnoziny, u;; = 1 pokud dany bod patii do daného
shluku, v opa¢ném piipadé je u;; = 0. Toho je docileno tim, Ze kazdy bod je zarazen do do
shluku od jehoz reprezentanta ma nejnizsi Euklidovu vzdalenost. Po zarazeni vsech bodt
do shluku jsou aktualizovani jejich reprezentanti a cely algoritmus je spustén znovu. Al-
goritmus je ukoncen ve chvili, kdy reprezentanti nejsou zménéni ve dvou po sobé jdoucich

cyklech.

Hierarchické algoritmy

Na rozdil od algoritmu K-means nepotrebujeme znat dopredu findlni pocet shluku. Jejich
hlavni vyhodou je, Ze po uzivateli nejsou vyzadovany zZadné pocéateéni parametry (na rozdil
od algoritmu K-means nepotiebujeme znat doptedu findlni pocet shluku, atd). Vysledkem
téchto algoritmili neni jen jediné shlukovani, nybrz jejich sekvence. Hierarchické algoritmy
se déli na dvé zakladni skupiny a to aglomerativni a divizni.

Zékladni myslenkou aglomerativnich algoritmi je v kazdém itera¢nim kroku spojit dva
Jestlize jsou dva vektory (obrazy) spojeny do stejného shluku v kroku ¢, setrvaji ve stejném
shluku az do konce algoritmu. To znamena, Ze na pocatku kazdy bod tvori vlastni shluk,
tyto body jsou postupné spojovany do vétsich, az v poslednim kroku algoritmu zbude
pouze jediny shluk obsahujici vSsechny prvky mnoziny.

Hierarchické algoritmy jsou vhodné pro kompaktni a podlouhlé shluky. Jejich vysled-
kem je, jak jiz bylo Teceno, sekvence shlukovani. Tuto sekvenci lze prehledné zobrazit
pomoci dendogramu. Jejich hlavni nevyhodou je nutnost vybrat spravné shlukovani ze
ziskané sekvence. To lze zvolit pomoci nékolika pristupt, mezi né patii napriklad délka
zivota shlukt ¢i definice maximalniho prahu, po jehoz prekroceni jiz shluky nebudou
spojeny.

Divizni algoritmy postupuji presné opa¢nym zptusobem nez aglomerativni, takzvané
v prvnim kroku jsou vSechny body ¢leny jediného shluku a tento shluk je dale délen az do
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chvile, kdy kazdy bod je ve svém shluku sam. Nejsou prilis vyuzivany vzhledem k jejich
vysoké vypocetni narocnosti.
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1.7 AdaBoost

Adaptive Boosting (AdaBoost nebo AB) je algoritmus klasifikace a ma tyto zajimavé
vlastnosti:

o AdaBoost je linearni klasifikator se vSemi jeho potrebnymi vlastnostmi.

o Vystup AdaBoost konverguje k logaritmu vérohodnosti ( output converges to the
logarithm of likelihood ratio).

o AdaBoost dobre zobecnuje.

« AdaBoost je priznakovy selektor se zdsadovou strategii (minimalizuje horni mez
empirické chyby).

» AdaBoost je podobny sekvenénimu rozhodovani (produkuje posloupnost postupné

vvvvvv

AdaBoost

AdaBoost je algoritmus sestavujici ,silny“ klasifikator jako linearni kombinaci ,slabych*
klasifikatort.

Priklad: Necht existuje imaginarni zavisly sazkar na dostihy, ktery se tidi nepsanymi
pravidly pro stanoveni vijhry / prohry: nejlepsi kurz, nejrychlejsi ¢as daného koné na kolo,
nejvice vyher v posledni dobé (naptiklad za posledni mésic). Z uvedeného lze konstatovat,
ze je velmi slozité urcit (na zdkladé kombinace vsech moznych priznaki) na koho m4
gambler vsadit.

Priklad: Rozhodovani o prijmuti na FAV, jednd se o binarni klasifikaci (klasifikace
do dvou trid) Prijat / Odmitnut. V tabulce jsou uvedeny, jak kvalitativni, tak kvan-
titativni trénovaci vzorky.

ID | Jméno | Rozhodnuti Kraj Pohlavi | Dobry v | Dobry ve
matematice | sportu
1 | Andrea Prijat Zapadocesky 7 Ano Ne
2 Pepa Prijat Severocesky M Ano Ne
3 Lukas Odmitnut | Severomoravsky M Ne Ne
4 Petr Odmitnut Stiedocesky M Ne Ano
5 Lucie Odmitnut Zépadocesky 7 Ano Ano
6 Ota Prijat Stredocesky M Ne Ano
7 Zofie Odmitnut Vychodocesky y/ Ne Ne
8 | Jaroslav | Odmitnut Zapadocesky M Ne Ano
9 Jan Odmitnut Zéapadocesky M Ne Ano
10 | Marek Prijat Jihocesky M Ano Ne

Tabulka 1.4: Imaginarni vysledky prijmuti na FAV.

Je jednoduché vymyslet klasifikator, ktery bude spravné klasifikovat trénovaci data
lépe nez ndhodné (tspésnost klasifikace, pri problému klasifikace do dvou t¥id, musi byt
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ostte vétsi nez 50%). Slaby klasifikdtor by bylo mozné sestrojit z podminky, pokud je
uchaze¢ dobry v matematice tak predikuj Pfijat. Na druhou stranu je velmi slozité najit
jediny silny klasifikator, ktery velmi pfesné predikuje vyslednou klasifikaci.

Co je slaby klasifikator

Pro kazdé rozdéleni pravdépodobnosti dané polynomialnim poctem vzork a polynomi-
alnim casem miize byt nalezen takovy klasifikator, ktery ma obecné lepsi chybu nez pti
nahodné klasifikaci. Tedy, chyba

e < 0.5, (1.138)

coz lze také zapsat jako v > 0 pro obecnou chybu (0.5 — 7).

Predpokladem je, ze lze zkonstruovat slaby klasifikator, tak aby trvale klasifikoval do
spravné tridy s lepsi nez 50% pravdépodobnosti.

Vzhledem k tomuto predpokladu je mozné vyuzit mnoho slabych klasifikdtort pro se-
staveni jednoho silného klasifikdtoru, ktery bude spravné klasifikovat 99 — 100% vstupnich
vzorku.

AdaBoost algoritmus

Nyni bude predstaven diskrétni AdaBoost algoritmus a nasledné bude vysvétlen podrob-
néji.

Necht existuje trénovaci sada dat S = {(x1,v1),(x2,%2), -, (N, yn)}, kde y; €
{—1,1} je vystupni klasifikace a @; € X je vstupni priznakovy vektor realného objektu.

Algorithm 2 Diskrétni AdaBoost algoritmus
: Vstup: S = {(z1,91), (®2,y2), -+, (xN,yn)}. Polet iteraci T
. Inicializace: dg) = % pro vSechny n =1,--- , N.
fort=1,---,T do
Natrénuj klasifikitor vzhledem k véZené mnoziné vzorkt {S, d®} a ziskej hypotézu
he i@ {—1,41}, tj. hy = L (5, d<t>).
Vypocti vazenou chybu trénovaci sady e; pro hypotézu hy:

= W =

ot

£ = ﬁjdﬁ?[ (yn # e (2),) . (1.139)

6: Nastav:

1 1—81}
a; = = log .

1.140
5 - (1.140)

7: Aktualizuj véhy:
dg) . e~ tynhi(zn)
Z ’

kde Z, je normaliza¢ni konstanta takova, ze plati > | d1 = 1.

dUHD = (1.141)

8: ifetzoorstZ%then
9: Ukondi a nastav: T'=1¢ — 1
10: Vystup: fr(z) = 2, <—h, ().

Zf:l Or
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Vysvétleni diskrétniho AdaBoost algoritmu

AdaBoost je agresivni algoritmus, ktery vybere jeden slaby klasifikator v kazdém kroku.
Véhy d® = (dgt), e ,dg\t,)) jsou pritazeny k datim v kroku ¢ a slaby klasifikator h; je
zalozen na d® . Tyto vahy jsou aktualizovany kazdou iteraci. Vahy se zvétsuji pro vzorky,
které byly Spatné klasifikovany v predchozi iteraci.

Véhy jsou inicializovany uniformé: d() = % pro obecnou verzi AdaBoost algoritmu.
Pro odhad, pokud jsou néjaké vzorky klasifikovany dobte nebo spatné, slaby klasifikator
produkuje vazenou empirickou chybu definovanou nasledovné

£ = ﬁ:d,(f)I (yn # he (2),) - (1.142)

1—ey
€t
pocteny tak, aby minimalizovaly ztratovou funkci. Jedna z moznych ztratovych funkci

Kdyz algoritmus vybere nejlepsi hypotézu hy, tak jeji vahy oy = %log jsou vy-

pouzivanych v AdaBoost je

N
GAdaBoost (O./) _ Z e—yn(aht(xn)-l—fn,l(acn))’ (1143)
n=1
kde
t—1
ft—l (33) N Z arhr (xn> . (1144)
r=1

[tera¢ni smycka je zastavena pokud empirickd chyba ¢; = 0 nebo ¢; > % Pokud je

gy = 0, tak je klasifikace optimélni. Pokud ¢, > %,

podminku slabych klasifikdtort a algoritmus AdaBoost nemtize fungovat.

tak klasifikdtor prestal respektovat

VsSechny slabé hypotézy, které jsou vybrany do stavu h; jsou linearné zkombinovany

nasledovné
-

fr(z) =73 e hy (). (1.145)

=
t=1 27:1 Q.

Vysledny klasifikator je zalozeny na jednoduchém prahovani, které rozhodne o tom,
zda bude vzorek prijat nebo odmitnut.

Vliv slabych klasifikatort

V kazdé iteraci AdaBoost vytvori slabé klasifikatory zalozené na vazenych vzorcich. Nyni
bude diskutovana vykonnost téchto slabych klasifikatori zalozenych na opétovném va-
zeni vzorkli. Pro pozorovani vlivu slabych klasifikdtort nejprve nutné definovat nékolik
zékladnich nastroju.

Zakladni klasifikator: Necht d = (dy,--- ,d,) je vaha (pravdépodobnost) vzorku S.
Necht S, je podmnozina vzorki, které jsou oznaceny kladné a podobné pro S_. Déle
Dy = 3,.,,—+1dy a podobné pro D_. Zékladni klasifikdtor fp; (index BL znaci ,Base
Line“) je definovan jako

fer () = sign (D, — D_), V. (1.146)
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Tedy predikuje +1 pokud D, > D_ jinak —1. Je okamzité zfejmé, ze pro vsechny vahy
d je chyba zakladniho klasifikdtoru nejvyse %

S touto definici je mozné 1épe definovat slaby klasifikator: Slaby klasifikator vzorki .S,
pokud jsou dany vahy d vzorkt S, je schopen dosahnout vazené chyby klasifikace, kterd
je striktné mensi nez %

Klicova vlastnost Boosting algoritmu je splnéni podminky pro slaby klasifikator, ktery
je potieba pro to, aby celkovy algoritmus fungoval spravné. Vazena empirickd chyba kaz-
dého slabého klasifikdtoru musi byt striktné mensi nez % — %'y, kde ~ je parametr urcujici
odchylku od od zéakladniho klasifikatoru predstaveného diive. Je uvazovan slaby binarni
klasifikdtor h, vzhledem k mnoZiné vzorki S = {(z,,y.)}"_,, kde pro kazdou dvojici
(T, yn) existuje nezdpornd vaha d,. Pak je pozadovano, aby

N

ht, Z yn?éh ))

17, (v>0). (1.147)

[\D\»—t
[\

Pro néjaké slabé klasifikatory nemusi existovat v > 0, kterd respektuje predchozi
podminku aniz by porusila nékteré podminky tykajici se dat.

Priklad mozného nalezeni pozitivni v, kterd respektuje podminku empirické chyby
1.147, Pfedpokladem je mapovan{ f z binarni krychle X = {+1,-1}¢ do Y = {+1, -1}
a déle pozitivni labely y,, které jsou dany y,, = f (x,). Funkce f je aproximovana bindrni
hypotézou h; patiici do H. Necht H je trida binarnich hypotéz a necht D je rozlozeni nad
X . Korelace mezi f a H s respektovanim D je dana Cy p (f) = suppey Ep{f (z) h(z)}.
Rozlozeni bez korelace mezi f a H je ddno Cy (f) = infp Cy p (f). To mize byt dokézano,
pokud T' > 2 -log (2) dCy (f) ™2, pak f milZe byt reprezentovéana presné jako

f (z) = sign (i he (x)) . (1.148)

Jinymi slovy, pokud je H silné korelovana s cilovou funkei f, pak f muze byt presné
reprezentovana jako kombinace malych ¢isel funkce z H. Proto poté pro dostatecné velky
pocet iteraci muze byt ocekavano, ze se empiricka chyba bude blizit nule.

Tento ptiklad ukézal binarni klasifikaci s dvéma linedarné oddélitelnyma t¥idami. Ve
vice obecném pripadé muzou byt tridy silné se prekryvajici, proto je nutné vyuzit pokro-
cilejsi nastroje jako vytvorit pravidla tykajici se slabych klasifikatort.
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Vyhody AdaBoost algoritmu

Nevyhody AdaBoost algoritmu

Rychlost.

Slabé klasifikatory, které jsou soucasné
komplexni vedou k pretrénovani.

Prokazatelna efektivita vzhledem k pred-
pokladu slabych klasifikator.

Pokud jsou slabé klasifikatory prilis slabé
muze vznikat ,low margin“ problém i pro-
blém pretrénovani.

Neni potteba volit zddny parametr (vyjma
poctu iteraci T').

Z empirickych dikazia bylo ukazano, ze
AdaBoost algoritmus je nachylny na uni-
formni Sum.

Neni potirebna zadna apriorni informace.

Jednoducha implementace.

Univerzalnost.
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1.8 Kaskadni AdaBoost

Je mozné vybrat malé mnozstvi dobre odlisitelnych priznakt a zkombinovat je do jednoho
silného klasifikatoru, nicméné je potieba predstavit nékolik hlavnich myslenek pro snizeni
vypocetniho casu. Rozsiteni spociva v tvorbé kaskady klasifikatort, kterd navic mize
dosahovat lepsi klasifikacni presnosti. Tedy snazi se minimalizovat pocet false negativ
klasifikaci namisto klasického trénovani chyby, coz predstavuje hlavni myslenku, kterd
bude dale slouzit pro vytvoreni kaskady klasifikator.

Princip bude vysvétlen na praktickém prikladé hledani obli¢eji v obrazku.

Proc¢ je to tak efektivni?

Princip spociva v rychlém odmitnuti vétsiny negativnich okének a ponechani co nejvice
pozitivnich. Nasledné se vyuzije vice citlivéjsich (mensich) podokének s vice komplexnéj-
simi klasifikatory. V prvni fazi kaskady, ktera obsahuje pouze nékolik malo priznakt se
vétsinou dosahuje velmi vysokého detekéniho pomeéru (kolem 100%), avSak na tikor false
positive (priblizné 40%). Je ziejmé, ze pro vyslednou klasifikaci je takovy pocet chyb
neprijatelny. Proto se v pripadé problému detekce obliceji kombinuje mnoho za sebou na-
vazujicich klasifikatort, coz vede k vice a vice diskriminativni klasifikaci jejimz vysledkem
je detekce obli¢eju ve scéné.

Tuto kaskadni strukturu lze prirovnat k degenerovanému rozhodovacimu stromu. Po-
kud je podokénko klasifikovano jako pozitivni v jednom stupni, tak postupuje déle v kas-
kadé a je ovérovano v kazdém dalsim stupni znovu. Takto se pokracuje dale dokud neni
podokénko oznaceno negativné, nebo je po ovéreni posledni vrstvou prohlaseno za pozi-
tivni (obsahujici tvar). Na Obr. je tento proces naznacen.

Vsechna podokénka N
e
g9
a
t
i
v
n
i
p
o

True d

False ©

| ~ :
é

l True n

k

Pozitivni podokénka a

Obréazek 1.33: Schématicky popis kaskadni detekce. Série klasifikatori je aplikovana na
kazdé podokénko. Pocatecni klasifikator eliminuje velky pocet negativnich vzorki s ma-
Iym processingem. Dalsi vrstvy eliminuji dalsi negativni vzorky, tudiz je potteba dalsiho
vypocetniho casu. Po nékolika stupnich processingu je pocet podokének radikalné redu-
kovan. Vzorky, které jsou klasifikovany jako pozitivni v poslednim stupni jsou definitivné
oznaceny jako pozitivni.
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Tvorba vice konzistentnich klasifikatoru

Byla definovana kaskada jako mnozina na sebe navazujicich klasifikatort. Prvni klasifika-
tor je velmi jednoduchy, ale postupem v kaskadé nabyva na slozitosti.

V posledni vrstvé mé klasifikator vice priznaka nez v prvni. AdaBoost algoritmus ge-
neruje chybu trénovani, kterd kleséa teoreticky exponencialné v zavislosti na poctu iteraci.
Pokud je vice priznaki (AdaBoost algoritmus bézi vice iteraci) vysledny klasifikator je
vice diskriminativni mezi pozitivnimi a negativnimi vzorky. Jinymi slovy lze fici, ze je
klasifikator ,silnéjsi“ nez v pripadé kdy ma k dispozici méné piiznaki (bézi mensi pocet
iteraci).

Dalsi dulezitou véci kaskadniho AdaBoost algoritmu je volba trénovaci mnoziny. V kaz-
dé vrstvé (ucicim se kroku, iteraci) je i-ty klasifikitor testovan na testovaci mnoziné
negativnich vzorkt. Vsechny spatné klasifikované negativni vzorky jsou predany dale do
v donuceni nasledujiciho klasifikdtoru, aby mél pomér nalezenych false positive vzorki
mensi nez predchozi klasifikator.

Trénovani kaskadniho AdaBoost algoritmu

Necht F' je mira detekovanych false positive vzorki kaskadniho klasifikatoru, K je pocet
klasifikatort a f; je mira false positive vzorkt i-tého klasifikatoru. Pro trénovanou kaskadu
klasifikatora je F' dano jako

K
F=1]1 (1.149)
i=1
nasledné mira detekce muze byt vypoctena jako
K
D=1]]d, (1.150)

kde d; je mira detekce i-tého klasifikatoru na vzorcich prochazejici danym klasifikatorem.
Pocet ptiznaku, které musi byt hledany v redlném obrazku (napiiklad pii hledani ob-
liceje) nezbytny pravdépodobnostni proces. Vétsina podokének projdou kaskddou jednim
nebo nékolika klasifikatory nez jsou vyhodnoceny jako negativni vzorek a jen velmi maléd
¢ast vzorkl je na konci oznacena jako pozitivni vzorek. Chovani tohoto procesu je zavislé
na pravdépodobnostnim rozdéleni obrazkl v trénovaci sadé. Hlavnim néstrojem pro mé-
feni vykonu klasifikatorii je mira pozitivnich vzorki na konci kaskady. Vzhledem k poctu
vrstev v kaskddé K je mira pozitivnich vzorku v i-té vrstvé (klasifikdtoru) oznacena p;.
Necht n; je pocet priznakt v i-té vrstveé. Ocekavany pocet priznaki, ktery je ovérovan, je
dan
K
N=no+), (ninpi). (1.151)
i=1 j<i
Jen nékolik mélo prikladia je klasifikovano jako hledané objekty (obliceje), coz je také
divod, pro¢ je mira pozitivnich vzorkt priblizné rovna mire false positive vzorki.
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Struktura kaskddniho AdaBoost algoritmu vyzaduje znalost t¥i parametrt
1. Celkovy pocet klasifikatora K.

2. Pocet priznaki n; v i-té vrstve.

3. Prah 0, v i-té vrstve.

Nalezeni téchto optimalnich parametri je obtizné, za predpokladu, ze je nutné minima-
lizovat vypocetni cas celé klasifikace. Princip spociva ve zvyseni poctu priznakii a poctu
vrstev dokud neni dosazena stanovena tspésnost klasifikace.

Vzhledem k minimdlni prijatelné mite f; (false positive mira pro i-tou vrstvu) a d;
(mira detekce pro i-tou vrstvu) je mira detekce d; dosazena za pomoci snizovani prahu 6;,
coz primo ovliviiuje f;. Pocet priznaki n; v i-té vrstveé je zvySovan dokud neni dosazeno
fi- Obecny kaskdadovy AdaBoost algoritmus je naznacen v algoritmu [3]a bude diskutovan
nize.

Jeden z hlavnich faktort efektivity kaskadového algoritmu je sprava trénovaci mnoziny
béhem uceni. Vétsinou je trénovaci mnozina pouzita pro prvni vrstvu nasledné kazdou
iteraci je aktualni klasifikator ovétovan na valida¢ni mnoziné. Je velmi nevhodné ovérovat
uspésnost klasifikace na trénovaci mnoziné, jelikoz bude pro tuto mnozinu bude tspésnost
vyssi. V kazdé dalsi vrstvé je trénovaci mnozina negativnich vzorkia znovu inicializovana.
Kdyz je dosazeno F; a D; pro i-tou vrstvu, tak je aktualni model testovan na velké mnoziné
negativnich vzork, které jsou zvoleny nahodné. Mnoho false positive vzorku je vlozeno do
trénovaci sady negativnich vzorka v ¢ — 1-té vrstvé. Nova trénovaci mnozina negativnich
vzorkl je vytvorena ze vzorki, které byly Spatné detekovany v i-té vrstvé, tedy nasledujici
1 + 1-ta vrstva je trénovana na vzorcich, které jsou pro predeslo vrstvu ,slozité®“. Tedy,
¢im dale v kaskadeé se klasifikdtor nachézi, tim 1épe dokéaze klasifikovat mezi pozitivnimi
a negativnimi vzorky (podokynky obsahujicimi lidské tvére).
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Algorithm 3 Uceni kaskadniho AdaBoost algoritmu
1: Vstup: f maximalni prijatelna mira false positive pro kazdou vrstvu, d minimélni

prijatelnd mira detekce pro kazdou vrstvu, Fi,ge: pocet false positive na konci procesu,
P mnozina pozitivnich vzorkd, N mnozina negativnich vzorki.

2: Inicializace: Fy = Dy = 1, © = 0 ¢islo aktualni vrstvy.
3: while I} > Fi;ger do
4: 1 =1+1
5: n; =0
6: F,=F,_4
7 while F; > f - F;,_; do
8: n,=n; +1
9: Natrénuj AdaBoost klasifikator (algoritmus [2) s P a N jako trénovaci mnozi-
nou.
10: Vypocti F; a D; pro aktualni klasifikdtor na zakladé valida¢ni mnoziny.
11: Snizuj prah klasifikatoru dokud neni pomér i-tého klasifikatoru alespon
i 2o p g (1.152)
D;
12: Smaz negativni vzorky trénovaci mnoziny.
13: if F; > Fiorger then
14: Ovér aktualni kaskadu klasifikatortt na mnoziné negativnich vzorkt a vloz né-

jaké spatné detekované vzorky do mmnoziny N.
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1.9 SVM

.....

do dvou nadrovin. Nadrovina je nasledné popsana pomoci vektorii lezicich nejblize jeji
hranice, kterych je obvykle maly pocet a nazyvaji se support vectors. Tyto vektory daly
za vznik nazvu celé metody SVM (z ang. Support Vectors Machine). Princip klasifika¢ni
metody SVM bude nejprve vysvétlen na piipadu jednoznacné oddélitelné mnoziny (li-
nedrné separovatelnd mnozina) vektori a nédsledné se text zaméifi na mnohem obecnéjsi
pfipad mnoziny, kterou nelze jednoznacné rozdélit (nelinedrné separovatelnd mnozina)
do dvou trid.

Linearné separovatelna mnozina

Necht ;.7 = 1,2,..., N, jsou vektory tvorici trénovaci mnozinu X. Vektory nalezi do
Y ? 9 ? Y

jedné ze dvou t1id wq,ws a jsou linearné separovatelné. To znamena, Ze existuje parametr

w, pro ktery plati

w'x >0, pro Ve € wi,

w'x <0, pro Ve € w,.
Jinymi slovy, tikolem klasifikaéni metody je nalézt nadrovinu g ()
g(x)=w'x+w =0, (1.153)

kterd rozdéluje vektory a; do prislusnych tfid. Koeficient wy z predpisu je nulovy
pouze v pripadé ze nadrovina prochazi poc¢atkem souradnicového systému. Jak je patrné z
Obr. rozdélujicich nadrovin je obvykle celd fada. Ukolem klasifika¢ni metody SVM je
zvolit takovou, kterd minimalizuje chybu klasifikace tim, Ze ma maximalni mozny odstup
od obou trid.

Obrazek 1.34: Priklad linearné separovatelnych tiid tfemi moznymi nadrovinami.

Obecné je nadrovina definovana svym smérem (parametr w) a polohou v prostoru
(koeficient wp). SVM vedle téchto dvou faktori zohlednuje i odstup nadroviny od kla-
sifikac¢nich trid. Jelikoz je nezddouci, aby béhem urcovani nadroviny byla nékteré z trid
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zvyhodniovana, SVM hleda takovy smér w, pro ktery ma nadrovina stejnou vzdalenost
k nejblizsim bodum z obou tiid wy a wy (viz Obr. [1.35)).

Obrazek 1.35: Optimalni nadrovina délici vektory do dvou t¥id; krouzkem jsou znazornény
support vectors.

Vzdélenost mezi bodem a nadrovinou lze vyjadrit pomoci vztahu

_ly@) | (1.154)
I |l
kde || w ||= Vw?. Nejblize polozené body (na obr. znazornény krouzkem) maji vzdalenost

od nadroviny rovnu 1, pokud se nachazeji ve tiidé w; a —1, nalezi-li do ttidy wy. To vede
k zaveru, ze SVM hleda nadrovinu:

o s 1 o
» majici odstup o + 5 = 1or-

o splnujici podminky

w'x+wy>+1, proVe € wy,

w'x+wy < —1, proVe € w,.

Déle je definovan tzv. indikdtor t¥idy y; (+1 pro wy a —1 pro wsy) a cil metody SVM mize
byt shrnut nasledovné:

1
min J (w, wp) = 3 | w?, (1.155)

za podminky
" (mei —|—w0) >1, i=1,2,...,N. (1.156)

Vektory, pro které plati y; (wTwi + wo) = 1, jsou oznacovany jako support vectors (viz

Obr. .
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Matematické fesSeni

Z vyse uvedenych faktt vyplyva, ze konstrukce nadroviny, kterd maximalizuje odstup
od obou Kklasifikac¢nich trid, je kvadratickou optimalizac¢ni tlohou a jeji feSeni vede na
Lagrangeovu funkci, kde A znac¢i Lagrangetv multiplikator

1 N
L (w,wo, A) = §wTw — Z i [yi (wT:ci + w0> — 1} , (1.157)

i=1

s podminkami
9w A) = 0 (1.158)
aw , Wo, - ) .
0

aicuoﬁ (W,WO,A) = 0, (1159)
N > 0, i=12....N, (1.160)
i (w'ei+w)—1] = 0, i=12... N (1.161)

Kombinaci rovnice [[.157 s [1.159] a [I.160] je ziskédno FeSeni

N
w => Ay, (1.162)

N
0 => Ny (1.163)

Takto zkonstruovana nadrovina se oznacuje za nadrovinu optiméalni. Optimalizacni
uloha definovand predpisy |1.155a[1.156| patii mezi tlohy konvexniho programovani a jako
takovou ji lze Tesit pomoci Lagrangeovy duality

max L (w,wo, A), (1.164)
za podminek
N N
i=1 i=1

Dosazenim rovnic [I.165] do [1.164] je ziskédna optimalizacni iloha ekvivalentni k tiloze po-
psané predpisy [1.155| a [1.156

al 1

ihj

s podminkou

N
> ANyi=0, \>0, i=1.2,...,N. (1.167)
=1

Maximalizovanim vyrazu [1.166| jsou vypocteny optimalni Lagrangeovy multiplikatory
a optimalni nadrovina je ziskana jejich dosazenim do rovnice [1.165| Koeficient wy je vy-

pocten z podminky [1.161}
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Nelinearné separovatelna mnozina

Jestlize prvky trénovaci mnoziny X nelze linedrné oddélit, nemiizu byt vyse zminény po-
stup konstrukce délici nadroviny pouzit. Ptipad neoddélitelné mnoziny je zobrazen na obr.
Jakykoli pokus o vykresleni pasu rozdélujicitho vektory do dvou tiid skonéi netispéchem.
Vzdy se totiz uvniti takového pasu budou vyskytovat vektory trénovaci mnoziny.

Obrazek 1.36: Priklad linearné neseparovatelné mnoziny.

Sitka déliciho pasu je definovand vzdalenosti dvou paralelnich nadrovin s predpisem
w'e+wy*1 (1.168)
vektory x;, ; € X, nyni nalezi do jedné ze tii kategorii:
o vektory lezici mimo délici pas jsou povazovany za spravné klasifikované a splnuji tak

podminku [1.156

 vektory spravné klasifikované, které lezi uvnitt pasu, spliuji nerovnost (na Obr. m
znazornény ¢tvercem )
0 <y, (wT:I; —|—w0) < 1.

« vektory chybné klasifikované, které lezi uvniti pasu, splinuji nerovnost (na Obr. m
znazornény krouzkem)
Yi (wTw + w()) < 0.

Vsechny t1i kategorie mohou byt popsany podminkou
yi (W' +w) >1-, (1.169)

kde &; predstavuje tzv. klouzavou proménou. Ta dosahuje hodnoty & = 0 pro prvni
kategorii, 0 < & < 1 pro druhou kategorii a & > 1 pro treti kategorii.

Ukolem klasifika¢ni metody SVM je opét konstrukce nadroviny, s co nejvétdim odstu-
pem od obou trid, a zaroven minimalizovat pocet bodiu, pro které je & > 1. Jde tedy
o ukol minimalizace ztratové funkce

N
T (@, 8) =5 P+ T (6), (1.170)
i=1
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kde C' je pozitivni konstanta, & je vektor parametri ; a

1(&) = { [1) g i 8 (1.171)

Matematické reseni

Optimalizace funkce je matematicky velice slozitd, jelikoz obsahuje nespojitou funkeci
I (). Z tohoto diavodu se SVM zaméruje na optimalizaci tzv. blizké funkce a jejim cilem
se tak stava

1 N
min J (w,wp, &) = 3 |wl|?+C> &, (1.172)
=1
za podminek
yi(wztw)>1-& &>0, i=12.. N (1.173)

Reseni opét vede na Lagrangeovu funkci

N N N
£(w,wo,>\,£,u)=1|!w||2 +OY &= & =D Ny (Wi +wo) —1+&],
2
=1 =1

=1
(1.174)
za podminek g—f,, f?Tﬁ) a gg nebo
N N
=1 =1

spolecné s podminkami

My (@' +wo) —1+6] =0, w&=0, pi>0, \>0, i=12... N

Pouzitim Lagrangeovy duality je tikolem SVM
maXE(W,WO,A,&,M), (1177)

za podminek

N N
=1

i=1

Po dosazeni vyrazi [1.178| do [1.177] je ziskdna ekvivalentni optimaliza¢ni tiloha

N 1

Z'7j

s podminkou
N
> Ayi=0, 0<N<C, i=12,...,N, (1.180)
i=1
jejimz fesenim jsou vypocteny Lagrangeovy multiplikatory. Ty vedou k ziskani nadroviny,
kterda ma maximalni mozny odstup od obou tfid a zaroven minimalizuje pocet vektort,

pro néz je & > 0.
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1.10 SVM - Kernel trick

Doposud bylo cilem metody SVM linearné rozdélit trénovaci mnozinu X do dvou trid
w1 a wo. Mnohdy je ale takovy postup Teseni neefektivni a vhodnéjsi by bylo v prostoru
trénovaci mnoziny zkonstruovat hranici s nelinearnim popisem. Za timto ucelem se vyu-
ziva tzv. Kernel Trick, kdy dochazi k namapovani vstupni mnoziny X do prostoru vyssi
dimenze, v kterém je ji mozné linedrné rozdélit (viz Obr. .

X W2 x
X x
X x )s(x
x
x Xx x %
x X x x x
X x X
x
XX X )S(X X
X SN x )S(x)?(( &‘
X ¥x X X
X % \ X 5 X X
& X \\ X ¥
X \ XX
x x X x
Xy : IRt X
\
) . x
x x \\. \\ xx(
x x x N wx X
*( P% \ :
xx“x x % 5 ;
x X :
X % X N >
\ .
x % % X .
N
NG
X X

Obrazek 1.37: Piiklad namapovani nelinedrné separovatelné mnoziny z prostoru R? do
prostoru R3, kde lze mnoZinu linedrné rozdélit.

V rovnici [1.166] je jadro (ang. kernel) popsdno vztahem xx; a predstavuje miru
podobnosti mezi i-tym a j-tym vektorem. Tato mira je oznacovana jako skalarni soucin
(ang. inner product). Predpis jadra metody SVM tedy vypada nésledovné:

K (x;, z;) = x, x;. (1.181)

Po dosazeni predpisu jadra zpét do rovnice [1.166|se cilem metody SVM stava:

N 1
i=1 i
s podminkou

N
> ANyi=0, A\>0, i=1,2,...,N. (1.183)
=1

Vhodnou volbou jadra metody SVM lze docilit namapovani trénovacich vektori do
prostoru, ve kterém jsou nasledné aplikovany principy hledani klasifika¢ni nadroviny, jez
mé maximélni mozny odstup od nové namapovanych tfid w; a we. Jinymi slovy, pomoci
Kernel Trick je mozné metodu SVM, ktera je metodou linearni, transformovat v metodu
nelinedarni (nelinedrni klasifikator). Nejcastéji vyuzivand nelinedrni jadra jsou uvedena

v tabulce [L.5l
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Typ jadra ‘ Predpis ‘ Poznamka

Polynomialni jadro K (x;,x;) = (ziz; + 0)° Parametr d a prah 0

je volen uzivatelem.
Sigmoidové jadro K (z;,x;) = tahh (nx;x; + 0) Parametr 7 a prah 6

je volen uzivatelem.

Gaussovo jadro K (xz;, ;) = exp <—# | x; — x; ||2> Parametr o je
Radial Basis Function volen uzivatelem.
(RBF)

Tabulka 1.5: Nejcastéji vyuzivand nelinedarni jadra pro metodu SVM.

Volbu jadra pro Kernel Trick nelze zobecnit. Obvykle se jadra iterativné testuji a vy-
brano je to, které vykaze nejmensi chybu klasifikace. Casto se ovem doporucuje toto
testovani odstartovat s RBF jadrem.
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