1 Stavové (vnitini) popisy, rovnovazné stavy
Piiklad 1 (Zavésené a inverzni kyvadlo).
Systém je popsan diferencialni rovnici:

Kl ¢
PR A0} (1)
m m

kde m — hmotnost koncové zatéze kyvadla, [ — délka nehmotného bodu, k —
koeficient teni, g — gravitacni zrychleni, ¢ — thel, f(¢) — mozné vnéjsi sily
(vstup systému).

Najdéte stavovy popis tohoto systému.
Piiklad 2 (Prohnuty nosnik).
Systém je popsan diferencialni rovnici:
mi = —di + pr — A\v — 2°, (2)

kde x — odchylka stfedu nosniku od kolmice k podlozce, m — hmotnost
nosniku, —di# — tlumeni tfenfm, pz — tlak na nosnik, Az + 23 — pruzna sila
nosniku. Vsechny parametry jsou z fyzikalniho vyznamu kladné.

Najdéte stavovy popis tohoto systému.

Obrazek 1: Prohnuty nosnik



Piiklad 3 (Lorenzuv chaoticky systém).
Systém je popsan diferencialni rovnici:

I'l = 0 (I‘g — .’L’l)
L9 = TT] — T — T1T3 (3)
ng = —bxg + 2122

kde 1 = v — rychlost proudéni kapaliny, xo = T;—T,., T}, T} — teploty v levém
a v pravém bodé prstence, x3 = T}, — T, + r, r — souhrnnd mira zahtivani
a chlazeni (¢im veétsi r, tim vice se dole ohiivd a nahote chladi), Ty, T}, —

teploty v dolnim a v hornim bodé prstence. VSechny parametry uvazujte
kladné (r,o,b > 0).

Najdéte stavovy popis tohoto systému.

chlazeni

Obrazek 2: Lorenzuv chaoticky systém — zjednoduseny model



2 Rovnovazné stavy, fazova rovina

Priklad 4.
Pro systém dany v ptikladu 1 urcete vSechny rovnovazné stavy. Nakreslete
fazovou rovinu.

Priklad 5.
Pro systém dany v piikladu 2 urcete vSechny rovnovazné stavy. Diskutujte
existenci a pocet rovnovaznych stavu pro situace:

(i) p <A
(i) p=A

(iii) g > A
Pro piipad 5-(iii) nakreslete fdzovou rovinu.

Priklad 6.

Pro systém dany v piikladu 3 urcete vSechny rovnovazné stavy. Diskutujte
existenci a pocet rovnovaznych stavu pokud budeme zvysovat r (o, b budou
nemeénné).

Priklad 7.

Pro dané systémy urcete rovnovazné stavy a nakreslete fazové roviny.
a) ©=1z%—2
b) & =23 —22%+2

c) & =tanx, x € (—g, g)

Priklad 8.
Systém je popsan
= Az,

urcete rovnovazné stavy, jejich typ, nakreslete fazové roviny.



Matice A je dana:

a) A=

-3 0
(-1 —2
2 -1
-5

(1 -2
2 1

[ —2 0
0 -1

-1 3 :
0 9 } Srovnejte s 8-a.

0

1

3 .

9 } Srovnejte s 8-c.
0

—1

[ -1 3 :
0 2 } Srovnejte s 8-e.

T 1T 1T 1
O N O = O N

[ —2 1
0 -2

0 -3
1 0

01 } Srovnejte s 8-h.

0 _; ] Srovnejte s 8-j.

0

-5 2

! } Srovnejte s 8-1.



Priklad 9.
Systém je popsan
T=Ax,

urcete rovnovazné stavy, jejich typ, nakreslete fazové roviny. Matice A je
déna:

2 —6 5
a) | 0 —4 5
0 06
-2 =2 -1
by | 0 -4 -1
0 0 -6
[ —2 6 1
c) 0 4 1
L 006

Priklad 10.
Systém je popsan

urcete rovnovazné stavy, nakreslete fazové roviny a z fdzové roviny urcete
(lokalni) stabilitu téchto stavu.

T = 11— — 19
a) P
2 = T2
b) B = —xg+ 221 (2] + 23)
By = a1+ 21y (27 + 23)
Ty = COSy
¢) To = sinx



3 Aproximativni linearizace

Priklad 11.

Systém dany v ptrikladu 4 aproximativné linearizujte ve vSech rovnovaznych
stavech. Pro linerizované modely urcete typy rovnovaznych stavi, nakreslete
fazovou rovinu. Porovnejte s fazovou rovinou v ptikladu 4.

Priklad 12.

Systém dany v piikladu 5 pro pripad (iii) aproximativné linearizujte ve vsech
rovnovaznych stavech. Pro linerizované modely urcete typy rovnovaznych
stavu, nakreslete fazovou rovinu. Porovnejte s fazovou rovinou v piikladu 5-(iii).

Priklad 13.

Systém dany v prikladu 6 aproximativné linearizujte ve vSech rovnovaznych
stavech. Pro linerizované modely urcete typy rovnovaznych stavi, nakreslete
fazovou rovinu. Porovnejte s fazovou rovinou v ptikladu 6.

Priklad 14.

Systémy dané v prikladu 10 aproximativné linearizujte ve vSech rovnovaznych
stavech. Pro linerizované modely urcete typy rovnovaznych stavu, nakreslete
fazovou rovinu. Porovnejte s fazovymi rovinami v piikladu 10.



4 Bendixsonovo kritérium

Priklad 15.

Uvazujte systém dany v piikladu 1. Pomoci Bendixsonova kritéria neexis-
tence meznich cyklu urcete, zda pro zadany systém muze existovat mezni
cyklus.

Priklad 16.

Uvazujte systém dany v piikladu 2. Pomoci Bendixsonova kritéria neexis-
tence meznich cyklu urcete, zda pro zadany systém muze existovat mezni
cyklus.

Priklad 17.

Uvazujte systémy dané v prikladu 10. Pomoci Bendixsonova kritéria neexis-
tence meznich cyklu urcete, zda pro zadany systémy muze existovat mezni
cyklus.



5 Analyza stability

Prvni (nepfimd) Ljapunovova metoda

Priklad 18.
Pro systém dany v prikladu 4 vysetrete stabilitu rovnovaznych stavu systému
pomoci nepiimé Ljapunovovy metody.

Priklad 19.
Pro systém dany v prikladu 5 vySettete stabilitu rovnovaznych stavu systému
pomoci nepiimé Ljapunovovy metody.

Priklad 20.
Pro systém dany v piikladu 6 vysettete stabilitu rovnovaznych stavu systému
pomoci nepiimé Ljapunovovy metody.

Priklad 21.
Vysettete stabilitu systému daného:

a) &= —z+2°
b) &=z +2°
c) & =213

d) &= —23

Vysledek kontrolujte feSenim diferencidlni rovnice a vykreslenim trajektorii
systému pro ruzné pocateéni podminky.

Priklad 22.
Systém je popsan:
il = Iy — X9+ l’%
jIQ = I+ To— 2$1$2

vySetfete stabilitu rovnovaznych stavu.



Priklad 23.

Urcete rovnovazné stavy a stabilitu rovnovaznych stavii

T = 179+ axd + brid
Ty = —Ty+cx?+ dria,

pro ruzna znaménka a hodnoty konstant a, b, ¢, d.

Priklad 24.
Urcete rovnovazné stavy a stabilitu rovnovaznych stavu

Ztl = T1T2 — Ay
Ztg = —bZL‘Q—I—JZ%

pro ruzna znaménka a hodnoty konstant a, b.

Priklad 25.

Urcete rovnovazné stavy a stabilitu rovnovaznych stavu

jjl = CLJ??"‘ZE%QIQ
By = —xg+ 2+ alzy —

pro ruznéa znaménka a hodnoty konstanty a.

Priklad 26.
Urcete stabilitu nulového rovnovazného stavu

T = $2+5<§—$1>
ig = —I
pro situace:
(i) >0
(i) B =0
(iii) <0

Priklad 27.

Vysettete podminky stability rovnovaznych stavi systému:
j:l = T2
. 2
To = —mxg— amwy — (T + 22) X9



Priklad 28.
Pro systémy z prikladu 10 urcete stabilitu rovnovaznych stavii nepiimou
Ljapunovovou metodou. Srovnejte se zavery z prikladu 10.

Druha (pfima) Ljapunovova metoda

Pri vySettovani stability rovnovaznych stavia mohou nastat tti zékladni situace
(vynechame-li moznou existenci meznich cyklu):

A) existuje praveé jeden rovnovazny stav,
B) existuje vic rovnovaznych stavu,

C) neexistuje zddny rovnovazny stav.

Presnéji feceno muze nastat jesté dalsi moznost a to, ze existuje nekonecéné
mnoho rovnovaznych stavu, ale jsou napf. nasobkem kw. Potom zélezi na
situaci jakou fesime. Napi. v ptipadé inverzniho kyvadla nebudeme uvazovat
nekoneéné mnoho stavi, ale dva ruzné rovnovazné stavy.

V pripadé A) nemusi rovnovazny stav byt nutné nulovy a presto vztahy
pro Ljapunovovu funkeci:

1. V(z) >0 pro = # 2",

2. V(z") =0,
3. V(x) <0 pro x # a",
4. V(") =0

budou platit.

Pokud je vice ruznych rovnovaznych stavi (piipad B), je teoreticky
mozné uvazovat jednu Ljapunovovu funkci, pro kterou by ale nutné muselo
platit, ze min, V(z) = V(2") pro * = 2" na oblasti pfitazlivosti daného
rovnovazného stavu. Coz znamena, Ze z trividlni podminky na nulovost Lja-
punovovy funkce v rovnovazném stavu bychom udélali slozitou zélezitost.

Proto je vyhodnéjsi mit pro kazdy rovnovazny stav Ljapunovovu funkci.
Vétsinou se urci pro jeden rovnovazny stav (nejlépe pro nulovy rovnovazny
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stav), poté se provede transformace z = x — " a v souradnicich z se pro
nulovy rovnovazny stav z" = 0 pouzije stejna Ljapunova funkce. Dulezité je,
ze vySetfovani stability rovnovaznych stavu se v tomto pripadé provadi na
oblastech pritazlivosti.

Véta 1 (Cetajevova véta o nestabilité). Je-li rovnovdzng stav x” = 0 systému:
&= f(x)

Funkce V : D — R (D C R") je spojité diferencovatelnd takovd, zZe V(0) =0

a ze V(x) > 0 pro libovolné x na malém okoli |x"||. Existuje-li oblast U

U={zreB, |V(z)>0}, B.={z e R"| ||z| <r},

kde r > 0 je polomér B, okoli pocdtku, na které je V(ac) > 0. Potom nulovy
rovnovazny stav x” = 0 je nestabilni.

Priklad 29.
Systém
Ztl = ZEl—f-l'g
Ty = —Ty+T1T9

Rovnovazny stav je " = [0;0]. Ljapunovova funkce je ve tvaru:

Vig) = (3 - 3)

Na mnoziné §2 podle obrazku 29 je funkce pozitivné definitni.
Derivace je

V(z) =22 4 22 + 1102 — zomy20 = 22 + 22 > 0
Podle Cetajevovy véty o nestabilité je rovnovazny stav 2" = 0 nestabilni.

Priklad 30.
Pro systém dany v piikladu 1 vysetrete stabilitu rovnovaznych stavu systému
pomoci piimé Ljapunovovy metody.

Pozndmka: Ljapunovovu funkei uvazujte ve tvaru V(z) = sma3+mgl (1 — cos z1)

11



Priklad 31.

Pro systém dany v piikladu 1 uvazujte funkci f(¢) = 2glmsinx;. Systém
(1) uzaviete touto zpétnou vazbou, najdéte rovnovazné stavy a srovnejte je
s rovnovaznymi stavy otevieného systému (1). Vysetiete stabilitu rovnovaz-
nych stavi uzavieného systému.

Priklad 32.
Systém je popsan:

i = 219 — 23
iy = —ad—ad

vysetiete stabilitu nulového rovnovazné stavu.

Priklad 33.

Systém je popsan:

‘fl = —xl(x%—i-x%—l)—mg
Ty = T — a9 (23 + 23 —1)

urcete oblast stability nulového rovnovazné stavu.

Pozndmka: V(z) = 23 + 3

12



Priklad 34.

Pro linedrni systém
T = Az,

0 4

-8 —12

1

0 1

kde matice A = [ urcete derivaci Ljapunovovy funkce, je-li tato

funkce déna V(z) = 27 [

} x. Usuzujte o stabilité rovnovazného stavu.

Priklad 35.
Pro linedrni systém z 34 urcete feseni Ljapunovovy rovnice pro @ = 16 I.
7Z vysledku posud'te stabilitu rovnovéazného stavu.

Priklad 36.

Systém je popsan:
.i?l = I+ (ZU% ‘I‘Qﬁ%)
ig = T1 — X2 (i[f% + $%)

Rozhodnoté o stabilité ¢i nestabilité tohoto systému.

Poznamka: V(x) = @

Pozndmka: Pouzijte prvni Cetajevovu vétu o nestabilité.

Priklad 37.

Vysetiete podminky stability rovnovazného stavu systému

.’jl'l = X2
CiZ’Q = I3
T3 = —cx3— bry —axy

Priklad 38.
Vysettete podminky stability rovnovaznych stavi systému z ptikladu 21.
Vysledky porovnejte.

Priklad 39.
Vysetiete podminky stability rovnovaznych stavu systému z piikladu 26.
Vysledky porovnejte.
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Priklad 40.
Vysetiete podminky stability rovnovaznych stavu systému z piikladu 27.
Vysledky porovnejte.

Priklad 41.
Vysettete podminky stability rovnovaznych stavu systému z piikladu 10-a,b.
Vysledky porovnejte i s vysledky ptikladu 28.

Metoda metrické ekvivalence

Priklad 42.

Vysettete podminky stability rovnovaznych stavi systému z piikladu 26 za
predpokladu, ze vystup y = z. Vysledky porovnejte s vysledky piikladu
26 a 39.

Priklad 43.
Vysettete podminky stability rovnovaznych stavi systému z piikladu 37 za
predpokladu, ze vystup y = x;. Vysledky porovnejte.

Metoda variabilniho gradientu

Tato metoda funguje tak, ze na zdkladé volby gradientu w a z podminky

V(z) < 0 dostaneme funkci V().

V(z)<0=V(z),V(z")=0
Pokud je V(x) > 0 je rovnovazny stav stabilni.

V piipadé, ze V(x) < 0 nelze o stabilité rovnovazného stavu rozhodnout.
Ale muzeme provést volbu Ljapunovovy funkce Vj(z):



Potom derivace podlél trajektorie rovna:

Pouzijeme vétu o nestabilité a muzeme vyslovit néjaké zavery.

Priklad 44.
Systém je dan
Ztl = —21'1
i?g = —21‘2 — 21’11’%

K vysetfeni stability pouzijte metodu variabilniho gradientu, kde gradient

volte ve tvaru
0411(1'1) 0412($1,$2) ] [ T1 }

w =
0421($1;I2) 0422(1‘2) )

Priklad 45.
Vysetiete podminky stability rovnovazného stavu systému

.i'l = X2
I.'Q = —I’Q—SL’?

Pouzijte metodu variabilniho gradientu.

Priklad 46.
Vysetiete podminky stability rovnovazného stavu systému

i = ax?+ bad
iy = —cwy+drd

Pouzijte metodu variabilniho gradientu.
Priklad 47.
Vysettete podminky stability rovnovazného stavu systému

it'l = —$1+2[K?$2
jj2 = —XT9

Pouzijte metodu variabilniho gradientu.

15



6 Lieova derivace, zavorka

Priklad 48.
Systém

& = f(z)+g(@)u
= h(z)

je popsan funkcemi

2
_ | —T2 —T1 — L1175 _ 1 2 2
f(.T)— —m—u(l—x%)a}g]’ [—$2+$%$2:|7 h(SL’)—2(x1+Q?2)

Urcete Lieovy derivace a Lieovo zavorky az do fadu n.

Priklad 49.
Pro systém z prikladu 48 ukazte, ze Lieovo derivace fadu n je kombinaci
predchozich Lieovych derivaci.

Priklad 50.

Pro systém z prikladu 37 spocitejte Lieovo derivace a Lieovo zavorky az do
rfadu n. Dale ukazte, ze Lieovo derivace fadu n je kombinaci pfedchozich
Lieovych derivaci.

Priklad 51.
Systém je popsan

T = 22 + Ty
a) |-z — (1 —af) x, To
y = n
[ 0 1
b) r = T + | 227 |u
| @y — 20wy + 2F 42129
Yy = 1
io= |
c) | —axy + by + cosxy (u— 23)

y = I

16



T2
k
9= ml2—

14+px A
Lipoy <_R$3+_ﬂ

)\u:cg

(1+pa1)?

L2
—11 — axizy + (9 + 1)

—kxy — 2291
—T9 + 21U
o)

2.3
1T,
U

X

[ 22 + 2y
3+
| @+ a5+ axg
I

r .2

2

Tr1Sinxy +u
x

[ 23 + 2913
$1+(1+I2)U
_-T2(1+£C1)—l’3+u
T

z3 + 29
2
x5+ u
To — QT3

x1

2m(1+pxt

)2
Tol3

.
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Urcete Lieovy derivace a Lieovo zavorky az do tadu n. Dale urcete rela-

tivni ad.

_./L'l e$2
T1T9 + 1 U
i) 0
Z3
T1T9 — :E‘I’ 0
T 2 + 2373
+
—XI3 1
iL‘% + X2 0
Ty
[ 0 e”?
zi+a |+ | e |u
T, — X2 0
x3
sinxe + (29 + 1) 23
T} + 3 +
a?

X

18

0
0
1

u



7 Stavova a zpétnovazebni transformace, exaktni
linearizace

Priklad 52.
Pro systém z prikladu 48 naleznéte stavové ekvivalentni systém

0
T = f@)+ ]| |u
0
1
y = h(z)
pomoci stavové transformace
z = T(x)

Ekvivalentni systém volte v normalni formé dosazitelnosti. Existenci difeo-
morfniho zobrazeni T'(z) a T—'(z) srovnejte s Fiditelnost{ nulového rovno-
vazného stavu.

Priklad 53.
Pro systém z prikladu 48 naleznéte stavové ekvivalentni systém

= Jl@)+ gl

< &I

pomoci stavové transformace

Ekvivalentni systém volte v normélni formé pozorovatelnosti. Existenci difeo-
morfntho zobrazeni T'(x) a T~'(Z) srovnejte s pozorovatelnosti nulového
rovnovazného stavu.
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Priklad 54.
Pro systémy z prikladu 51 naleznéte stavové ekvivalentni systém

0
T o= f@)+ | |u
0
1
y = h(@)
pomoci stavové transformace
z = T(x)

Ekvivalentni systém volte v normalni formé dosazitelnosti. Existenci difeo-
morfniho zobrazeni T'(z) a T~'(Z) srovnejte s Fiditelnost{ nulového rovno-
vazného stavu.

Priklad 55.
Pro systémy z prikladu 51 naleznéte stavove ekvivalentni systém

= f@)+g(@)u

pomoci stavové transformace

Ekvivalentni systém volte v normélni formé pozorovatelnosti. Existenci difeo-
morfniho zobrazeni T'(z) a T~'(z) srovnejte s pozorovatelnosti{ nulového
rovnovazného stavu.

Priklad 56.
Pro systémy z piikladu 48 a z prikladu 51 naleznéte zpétnovazebné ekvi-
valentni systém v Brunovského formé tiditelnosti

Zfi = Zf’i_;,_l 221771—]_
T, = U
y = I

20



pomoci zpétnovazebni transformace

r = T(x)
v = K(z)+ L(x)u

Pouzijte zpétnovazebni ekvivalenci (u-x) a pro situace r = n i (u-y).

Priklad 57.
Pro systémy z piikladu 51-(m,n), pro které r < n, naleznéte zpétnovazebné
ekvivalentni systém pomoci zpétnovazebni transformace

z = T(x)
v = K(z)+ L(z)u

Zpétnovazebni transformaci urcete exaktni linarizaci
(i) (u-x)
(ii) (u-y), transformaci T3 urcete
e pro systém 51-(m) ze vztahu L,75 =0
e pro systém 51-(n) ze vztahu L,73 = L,y =0
(iii) (u-y), transformaci T3 volte
e pro systém 51-(m): T3 = 24

e pro systém 51-(n): Ty = x5, Ty = 4

Priklad 58.
Pro systémy z prikladu 51-(d,e), pro které r < n, naleznéte zpétnovazebné
ekvivalentni systém pomoci zpétnovazebni transformace

r = T(x)
v = K(z)+ L(x)u

Zpétnovazebni transformaci urcete exaktni linarizaci

(i) (u-x), transformaci T3 volte: T} = x;
(i) (u-x), transformaci T} urcete ze vztahu 22 = [0,...0, 1]H ' (x)
(iif) (u-y)
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Priklad 59.
Systém je dan

T Sin xs n 0 Y
T 0 1
najdéte stavové ekvivalentni systém ve tvaru normalni formy dosazitelnosti.

Pozndmka: Integraéni faktor volte p(r) = cosxzy. Nezapomente prislusné
upravit vektorové pole g(z).
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8 Syntéza regulatoru

Syntéza metodou metrické ekvivalence

Priklad 60.

Pro systémy 48 a 51-(a,c,d,f,g,h) naleznéte metodou metrické ekvivalence
zpétnovazebni fizeni tak, aby uzavieny systém meél stabilni mezni cyklus, tj.
aby diferencidlni rovnice uzavieného systému odpovidala:

'+ (1-y)y +y=0

Priklad 61.
Pro systémy 48 a 51-(a,c,d,f,g,h) naleznéte metodou metrické ekvivalence
zpétnovazebni tizeni tak, aby uzavieny systém mél poly —1, —2.

Priklad 62.
Pro systémy 51 tadu n = 3 naleznéte metodou metrické ekvivalence zpétno-
vazebni Fizeni tak, aby voleny systém i* = A*(z*)x*, y = x7 byl ve tvaru:

K1 a9 0 191 (ZL’T) 0 0
A*(z*)=| —aa 0 a3 | + 0 00
0 —az O 0 0 0

kde koeficienty k1, as, ag urcete tak, aby z nich vytvorena matice méla vlastni
¢isla —1, —2, —3. Funkci 94 (x7) volte tak, aby systém byl asymptoticky sta-
bilni.

Syntéza pomoci exaktni linearizace

Priklad 63.

Pro systémy 48 a 51-(a,c,d,f,g,h) naleznéte pomoci exaktni linearizace zpétno-
vazebni tizeni tak, aby uzavieny systém mél poly —1, —2. Vyuzijte vysledky
z prikladu 56, resp. 57, resp. 58.
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Priklad 64.

Pro systémy 51 fadu n = 3 naleznéte pomoci exaktni linearizace zpétno-
vazebni Tizeni tak, aby uzavieny systém mél poly —1, —2, —3. Vyuzijte vysledky
z prikladu 56, resp. 57, resp. 58.

Priklad 65.

Pro systémy 51 fddu n = 4 naleznéte pomoci exaktni linearizace zpétno-
vazebni Tizeni tak, aby uzavieny systém mél pély —1, —2, —3 £ j. Vyuzijte
vysledky z prikladu 56, resp. 57, resp. 58.
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9 Absolutni stabilita

Priklad 66.
Uvazujte Lurjeho systém
10

Flo) = p(2p+1)

s nelinearitou lezici v sektoru (0, 1]. Popovovym kritériem urcete stabilitu.

Priklad 67.
Uvazujte Lurjeho systém

10
F —
(») p(pP+p*+2p+1)

s nelinearitou lezici v sektoru (0, 0.75]. Popovovym kritériem urcete stabilitu.

Priklad 68.

Uvazujte Lurjeho systém s linedrni ¢asti

1
(p—1)(p+2)(p+3)

urcete sektor, v némz muze lezet stacionarni nelinearita.

F(p) =

Pozndamka: Pouzijte transformaci posouvajici poly prenosu. Puvodni prenos
F(p) a sektor nelinearity [a,b], transformovany pienos F,(p) = lf; (I{Zzp) a
sektor [0,b — a]
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10 Syntéza rekonstruktoru

TODO!'!'!
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