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1 ZARLADNIT POJIMY A MBTODY ROZPOZNAYVANT

1.1 Priznakové metody
Obrazy charakterizovany vektorem naméfenych hodnot — ptiznakd X = [xy,...,xn]

Kazdému obrazu odpovida bod v N-dimenzionalnim euklidovském prostoru. Vyjdeme-li
z predpokladu, ze body odpovidajici obraziim stejné téidy budou leZzet blizko sebe, princip

ulohy klasifikace spociva v rozdéleni prostoru na tolik ¢asti, kolik je tfid. g 4 X2
. ) ) 02 / ‘ w3
Postupy pouzivané v rdmci piiznakovych metod vychazeji z téchto teorii: X1
» Statisticka klasifikace — priznaky jsou povazovany za nahodné proménné.

Predpokladame, ze pro kazdou tfidu ;j je zndma N-rozmérna hustota psti p(x/wj)
aapriorni pst P(wj). Jedna se o statisticky rozhodovaci problém, pficemz cilem je
minimalizovat pst chybné klasifikace.

Nejzndméjsi metody jsou zalozeny na Bayesovském pravidle — mluvi se 0 tzv.
Bayesovské klasifikaci. V praxi obvykle nejsou znamy parametry hustot psti
jednotlivych tfid a k dispozici je pouze znalost poctu tfid a omezena mnozina vzorkd,
reprezentovanych vektory naméfenych hodnot pfiznaki, tzv. trénovaci mnoZina.
V téchto ptipadech se vyuziva riznych estima¢nich a samoucicich se algoritmii.

» Shlukovad analyza — neptedpoklada apriorni znalost o tiidach (shlucich), do nichz jsou
jednotlivé obrazy zatazovany. Shlukovani pfedstavuje neparametricky samoucici se
proces. Hledame takovy rozklad mnozZiny obrazli do jednotlivych shluki, ktery je
optimalni vzhledem k jistému kritériu optimality, které obvykle oceiiuje nckterou
Z téchto vlastnosti:

- vzajemnou podobnost obrazli uvnitf shluka

- miru separace shluki

- homogenitu rozloZeni obrazl uvniti shluki
Shlukovaci algoritmy d€lime:

hierarchické aglomerativni Q)
—|: _[divizni 2
nehierarchické —optimaliza¢ni (3)
Eanal}'/zy modu (@))]
(1): vychdzime od jednotlivych obrazii, které postupné shlukujeme
(2): vychazime od celé mnoZiny, kterou postupné délime
(3): optimalizace kriteria
(4): definuje shluky na zaklad¢ existence a polohy mddu pstni fce a vychazeji z pstniho
pojeti
» Diskriminacni fce — metody vyuzivajici diskrimina¢nich fci nepfedpokladaji znalost
rozloZeni. Zname pocet tfid a mame k dispozici trénovaci mnoZinu se znamou
klasifikaci — Xj..X,. V ucicim se procesu hleddme parametry zvolené diskr. fce
analyzou trénovaci mnoZiny.

» Fuzzy mnoZiny — metody zalozené na vyuziti fuzzy mnozin piedstavuji alternativu
k pravdépodobnostnimu piistupu. Tyto metody davaji Casto lepsi vysledky v ptipadé,
kdy schazi apriorni znalost a pravdépodobnostni ptistup nemuze byt pouzit.



1.2 Strukturalni metody, syntaktickeé, lingvistické

Jednotlivé obrazy jsou reprezentovany pomoci mnoziny zakladnich popisnych elementi

— tzv. primitiv, jejich vlastnosti a vztahli mezi nimi tak, ze vzniklé popisy vystihuji jejich
podstatné strukturalni vlastnosti.

Vyuziva se analogie mezi Strukturou obrazii a syntaxi, resp. gramatikou jazyka.

Obrazy se skladaji z jednodussich ¢asti podobné jako se véty skladaji ze slov, slova ze slabik
atd. Vyhoda strukt. pfistupu k rozpoznavani je v tom, Ze krom¢ klasifikace do tfid umoziluje
i ziskani popisu struktury analyzovaného obrazu — jeho ¢asti a vztahti mezi nimi.

Obé metody (ptiznakové i strukturdlni) maji své vyhody i nevyhody a spise se vzajemné

doplnuji, nez si konkuruji. Proto se v praxi pouziva obou — strukturalnich metod pro ziskani
strukt. popisu celku a pfiznakovych vétSinou pro rozpoznani jednotlivych primitiv.

1.3 Motivace strukturalniho pristupu rozpoznavani

¢

V nékterych tlohach (napf. identifikace otiskti prsti nebo tvaii, rozpozndvani spojité feci
¢i Cinskych znakl) je mozZznych popisi tolik, Ze je netinosné povazovat kazdy popis
za definici jedné tfidy. V takovych ulohach je pozadavek rozpoznani splnén spiSe
nalezenim vhodného popisu kazdého analyzovaného obrazu nez vytfeSenim ulohy
klasifikace do tfid.

V piipadé velmi slozitych obrazli (napf. analyza scény) muze byt informace o jejich
struktufe natolik podstatnd, Ze bez jejiho vyuziti nemiize byt dosazeno Zzadoucich
vysledkd. Navic pocet ptiznaki v takovych ulohach by byl netnosny pro ptfiznakové
metody.

Pro ,inteligentni chovani (rozhodovani) robota je nezbytnym ptedpokladem popis
analyzovaného obrazu ve vhodném jazyce a proto strukt. metody rozpoznavani nachézeji
uplatnéni i v rdmeci jinych tloh UI — napf. strojové vnimani.

Pr. 1.1

scéna S

T

hierarchicky popis

scéna S

objekty B / \pozadi C

objekt D objekt E podlaham sténan
PN R~

stétnae sténat X 'y z



Pi. 1.2
Véta: ,,Stara opice ji banan.“
Hierarchicky popis:
<Véta V>
/ \

<podmgtova cast>

<ptisudkova cast>

<ptivlastek> <Fodmét> <ptisudek> <predmét>

Stara opice ji

Cely obraz je slozen zjednodusSich Casti a zjeSté¢ jednodusSSich podobné jako véta
Z jednotlivych ¢asti a ty ze slov. Praveé reprezentaci takové hierarchické strukturalni informace

banan

a zpusob jejiho vyuziti pro rozpoznavani zahrnuje strukturdlni pfistup k rozpoznavani.

Nejjednodussi strukturalni elementy obrazu jsou nazyvany primitiva. (v pt. 1.1 ,,sténa e*,...)

Strukturadlni informaci dopliuji informace o relacich (vztazich) mezi primitivy. Relace
mohou byt reprezentovany bud’ pomoci logickych nebo matematickych operaci, nebo

relacnim grafem.
Pr. 1.3

a b c¢c d
R
jedina relace — zietézeni
oznacime +
X +Yy..Xxjezietézeno sy
popis obdélnika:
atata+b+b+c+c+c+d+d

primitiva: obdélnik

o

\ 4
\ 4

A

P

P 4

A
A
A

jedina pouzita relace - zfetézeni = mozno vynechat jeji symbol = aaabbcccdd

Pr. 1.4

9
va / | \
] + _

a+a+b+c+c+d b+b+c+c

ccdaabbbcc .. pro vhodné zvoleny pocatecni bod

Jind moZnost — pouZit relacni graf, kde kazda hrana mezi 2 uzly predstavuje relaci mezi 2

¢astmi obrazu.



Pr. 1.5

B

Popis pomoci relacniho grafu mize vypadat napf. takto:

scena S o
. je pied ,
objekty B )P » pozadi C
je W ‘Yéésti je CV Ncastl
e vlevo od
objekt PRAARILT objekt E podlaha m —» sténa n
je cay' %casu e casu/ je M
je pod e vlevo od
sttnae —» sténa't sténa x 4— stén J —— sténaz
je vlevo od je pod

Popis grafem je bohatsi, ale popis stromovou strukturou umoziuje pouziti vyhodnych
postupi, které se opiraji o vysledky tzv. teorie formalnich jazyki. Tyto popisy umoziuji
reprezentaci ¢asto obrovského mnozstvi riznych struktur obrazl v jedné tfidé¢ pouze pomoci
kone¢né mnoziny vhodné zvolenych primitiv a jistych syntaktickych pravidel. Proto se
obvykle snazime pomoci vhodnych uprav pievést relacni graf na stromovou strukturu.

Pri. 1.6 Scéna S z pt. 1.5 — Pfevod na stromovou strukturu

.. Pfevod na stromovou strukturu.

scéna S
objekty B je pred pozadi C
objekt D vlevo  objekt E m pod n
sténat vlevo sténae F  pod

< plast >

y vlevo z



Systém strukturalniho rozpozndvdani — blokové schéma

vytvoieni popisu obrazu
testovany | predzpraco- | segmen- | extrakce | syntakt. |Klasifikace
obraz vani obrazu tace primitiv a analyza [aSUUKL. ’
relaci 7y popis
r r ’ “
___rozpoznavant .
analyza
vzorky | volba popisu | gramaticka
obrazt inference

X/

% predzpracovani
napi. vzorkovani, kddovani, aproximace, filtrace, vyhlazovani dat ...
¢ vytvareni popisu
e segmentovani obrazu, vyhledavani primitiv a relaci mezi nimi
e vysledkem je popis obrazusfetézec
strom
graf

X/

¢ syntaktickd analyza

e generuje rozhodnuti, zda analyzovany obraz patii do tfidy charakterizované danou

gramatikou

e pokud ano — je ziskan Gplny strukturalni popis analyzovaného obrazu
++ volba popisu

primitiva a relace musi

e byt mnohem snadnéji rozpoznatelné neZ strukturalné slozité vychozi obrazy

e vystihovat pfirozené a vyrazné strukturalni elementy rozpoznavanych obrazli

2 TEORIE FORMALNICE JAZYKY

¢ prvotné snaha o pochopeni ptirozenych jazykt
¢ zkoumani programovacich jazyku z teoretického hlediska
¢ hlavni teoreticky zaklad pro strukturalni metody

2.1 Jazyky a gramatiky

2.1.1 Gramatiky

V .. kone¢nd mnozina (abeceda) symbola

V' .. mnozina viech kone¢nych neprazdnych posloupnosti (fetézcli) utvorenych z prvki
mnoziny (symbola abecedy) V

A .. prazdny fetézec

\VAERVARUR Y



Zietézeni Fetézei (slov) pad ¢,0eV’
¢g=aiay..an, 9:b1b2..bm,pak (pezalaz..anblbz..bm

N-nasobné zretézeni retézce ¢
n

¢ o'=0 o’=9p ¢ =99 o¢’=A

Délka retézce O
6] | by by .. b | =m Il =0

» Definice: Gramatika G je c¢tverice G = (Vn V1, P, S), kde

VN .. mnozina neterminalnich symbolu

VT .. MNozZina terminalnich symboli (primitiva)
P .. mnozina prepisovacich pravidel

S .. pocdtecni symbol gramatiky S eVy

V= VN |\ VT

neterminalni symboly —  velkd pismena S, A X, ..
termindlni symboly — mala pismena a, by, ..
celé fetézce —  feckd pismena o, O, ..

Pi. 2.1. Gramatika z piikladu 1.2.

S=<VétaV>

Vn = { <véta V> <podm.Cast>,<pfis.cast>,<podmét>,<ptisudek>,<ptivlastek> <predmét>}
V1 = {opice, zirafa, ji, stard, mlada, opice, ...}

P: <véta V> —  <podm.¢.> <pfis.C.>
<podm.¢.> — <podmét>
<podm.¢.> — <ptivlastek> <podmét>
<pfis.C.> —  <pfisudek>
<pfis.c.> —  <pfisudek> <pfedmét>
<podmét>  — opice
<podmét>  — Zirafa

P#. 2.2. Gramatika z piikladu 1.1.

Vn={S,B,C,D, E} P. S —- BC

Vr={m,n, et XY, 2z} B - DE
C —> mn
D —> et
E > xyz

S ... reprezentuje cely obraz
VN ... jeji prvky reprezentuji strukturdlné jednodussi casti
V7 ... jeji prvky reprezentuji jednotliva primitiva



Terminologie
» Tfetézec & primo generuje , nebo fetézec o lze primo odvodit z 5 pokud:

S=y,ay, o=y, By, a—>BeP 5.7,V BV aeV,

zna¢ime: |d = @
» 0O generuje m, nebo ® Ize odvodit z &, pokud existuje posloupnost fetézct ay,..., oy
takova 0 = a; ® = o

o =a, i=l.,n-1

» posloupnost fetézcl nazyvame derivace neboli odvozeni fetézce o z 8, znacime:

£

o= w
Popis zpitsobu derivace retézce:

%+ Zapis posloupnosti ¢isel pravidel postupné aplikovanych v derivaci
¢ Derivaéni strom

Pr.2.3. G=(Vn VT, P,S)

Vn={S, A B}
V1 ={a, b}
P 1) S>AB 3) A—a 5) B>b

2)A>aA (4) B->bB

wm=aaabb

%

derivace: S=w

Q) 4 2) (%) 2) 3)
S=>AB=>AbB=aAbB=aAbb=aaAbb=aaabb

(1,4,2,5,2,3) ... ¢isla pravidel
Derivacni strom

S

N

A B

NN

a A b

/N

a A
l

o —mW



2.1.2 Rozdéleni gramatik podle Chomského hierarchie

Rozdéleni fetézcovych gramatik podle tvaru jejich pravidel:
¢ Typ 0 - Gramatiky bez omezeni
¢ Typ 1 - Kontextové gramatiky
pravidla omezena na tvar:
71AY, = 787, AeVn
71, 7, — kontext ByuyzeV
¢ Typ 2 — Bezkontextové gramatiky
pravidla omezena na tvar
A—-B Ae V*N
BeV
¢ Typ 3 — Regularni gramatiky
pravidla omezena na tvar

A-—>aB A, B e Vy
A— b a,b eVr

Regularni gramatiky jsou speciadlnim piipadem bezkontextovych, bezkontextové specialnim
piipadem kontextovych a kontextové specialnim ptipadem gramatik typu O ... hierarchie.

2.1.3 Leva derivace

Definice: Necht’ G je bezkontextova gramatika. Rekneme, Ze fetézec o lze prepsat na B
podle gramatiky G levym piepsanim, jestlize:

JA—>yeP takové,zea=6Ap [=5y¢p

AeV, G=(V,,V;,P,S)

yeV”

seV,

peV’

Odvozeni o9 = a1 = ... = o, se nazyva levou derivaci, pravé kdyz kazdé piepsani
(odvozeni) o = ajs1 1=0,1,..., n-1, vznika levym piepsanim.

Véta: Necht G =(V,,,V,,P,S) je bezkontextova gramatika A=w;AeV,,» €V, potom o
Ize z A odvodit levou derivaci.



Diikaz: Pii piepisovani fetézce u bezkontextové gramatiky nezavisi piepsani neterminalniho

symbolu na sousednich symbolech (fetézcich). Jestlize napt. a1 Y o, = o, pak o lze psat ve
tvaru:

o =By P2 a, = p a,=p, Y=y

protoze se Casti oy, o, Y prepisuji nezavisle na sobé, je mozno preskupit aplikaci pravidel
tak, Ze se nejdiive pfepisuje prvni netermalni symbol zleva. Podobné lze zavést i pravou
derivaci.

Pi. 2.4. Aplikaci pravidel v pt. 2.3. 1ze preskupit takto:

Q) (2) 2) 3) 4 (%)
S>AB=aAB=>aaAB=aaaB=aaabB=aaabb

tedy (1, 2, 2, 3, 4, 5) — leva derivace

2.1.4 Vicezna€énost gramatik

Definice: M¢jme G =(V,,,V,,P,S); existuje-li fetézec » takovy, ze existuje vice nez jedna

leva derivace S= w, pak gramatika G je viceznacna.

Pozn.: N¢kdy je mozné vicezna¢nou gramatiku transformovat na jinou, kterd generuje stejna
slova (jazyk), ale neni viceznacna.

Pi 25 G=(V,V;,P,S) V,={XY} V;={xy,z+}
P. 1) S>X+S @B)S—>z (OB)Y->y ()Y->z
(2) S>S+Y (4 X>x (6) X—>z

w=z+z+z2
@) (6) @) (6) 3)
S=X+S=272+S=z7z+X+S=z+z2+S=z+z+z2 (1,6,1,6,3)
1) (6) @) 3) )
S=X+S=272+S=72+S+Y=>z+z+Y=z+2z+2 (1,6,2,3,7)
@) @ 3) ©) ™

S=>S+Y=2S+Y+Y=z2+4Y +Y = z+24Y =>z2+2+2 (2,2,3,7,7);(2,1,6,3,7)

S S S S
/N 0N /TN
X+ S X+ S S+Y S+Y
VAN | N /N YO
z X+S Z S+Y |S+\|(Z T(+|Sz
z| |z |z|z Z Z Z Z

= Gramatika G je viceznacna.

Existuje ekvivalentni jednozna¢na gramatika, napf-.:

S—>Xx+S S—>z S—>z+S+z
S»>S+y S—>z+z

10



2.1.5 Jazyky
Definice: M¢jme gramatiku G=(V,,V;,P,S). Jazyk generovany touto gramatikou
definujeme: L (G) ={a)‘ weV;, S:w}

Jazyk generovany regularni gramatikou nazyvame Regularni jazyk (L3)

Jazyk generovany bezkontextovou gramatikou nazyvame Bezkontextovy jazyk (L>)
Jazyk generovany kontextovou gramatikou nazyvame Kontextovy jazyk (L)

Jazyk generovany gramatikou typu 0 nazyvame Jazyk typu 0 (Lo)

Pro tfidy jazyka Lo,..., Lsplati: L, c L, c L <L,

Pi2.6. G=(Vy.V,,P,S) V,={S,X,Y} V,={cd}

P:. S —>dX Y—> d
S—>cY X—> ¢S
Y -dS X—>d X X
Y >cVYY X—>cC
L(G):{a) a)eV;,S:no} ={o|n.=ng}={cd, dc, cded, ccdd, ddcc, ...}

Pozn.: Transformace gramatik — nékdy lIze gramatiku jedné tiidy transformovat

vvvvv

2.2 Jazyky a automaty

Jednou z moznosti, jak urCit, zda dany fetézec patii do ur¢itého jazyka, je pouziti
rozpoznavaciho stroje (automatu), ktery bude rozpoznavat (pfijimat) pouze slova tohoto
jazyka. Pro kazdou tfidu gramatik existuje typ automatu, ktery ptijima jeji slova.

2.2.1 Regularni jazyky a kone¢né automaty

Definice: Deterministicky kone¢ny automat je pétice 4 = (W, 0,9,q,, F ), kde:
W ... kone¢na mnozina vstupnich symbol
Q ... kone¢na mnozina stavl
d ... ptechodova funkce (zobrazeni Q x W — Q)
Jo ... pocatecni stav: qo € Q
F ... mnozina koncovych stavii F ¢ Q

Pi. 2.7. Uvazujme A=W, 0, S, q,, F)

W={x,y} Q={00, 01,00} F={do}
6: (0o, X) =01 0(d2, X) = 03

3(do, Y) =02 0(d2, Y) = do

3(ds, X) = qo 8(0z, X) = Q2

6(du, Y) = ds (03, ¥) = 01

11



Reprezentace automatu:

» Tabulkou
vst.sym.
stav X y
< Qo Q1 | G
Q1| Qo 0s
02| O3 Jo
03| Q2 Q1

» Stavovym diagramem

— pocatetni stav
<« koncovy stav

<> zaroven pocatecni 1 koncovy stav

X

» Stavovym stromem

X <« (o
pd

01 <-+
N

Jo Qs

Y\

g2 ('(h‘.

<

q2
Y\
ds Jo

y y
ollilisc

dostaneme-li se do listu (napf. qi), musime
vyhledat g1 ve stromu a pokracujeme. Strom neni
totiZ nekonecny.

... po€ateCni stav neni tieba vyznaCovat, protoze je
jim koten stromu.

Znazornéni funkce konecného automatu

konecna
Fidici
jednotka

[ | ctect hlava

Z|a

b

a

vstupni paska

Na pocatku:

<~

¢ automat ve stavu Qo
¢ snima levy krajni symbol ze vstupni pasky

12



Pti kazdém kroku:
¢ precte symbol a ze vstupni pasky a v zavislosti na tomto symbolu a a aktualnim stavu
q ptejde do nového stavu (definovaného 6(q, a) )
¢ Presune Cteci hlavu o 1 policko doprava

Pokud je po poslednim kroku (po piecteni posledniho symbolu) automat v koncovém stavu
(g € F), fetézec, ktery byl ptecten ze vstupni pasky, je pfijat.

Definice: Zobecnénda piechodova funkce
A=(W,Q,3 qoF)

8 QxW - Q

plati:
1.5(2)=qg VgqeQ Vg e Q
2.8(q, ®a) =8 (8(q, ), a) weW
nebo aeW

5'(q, av) = 8 (5(q, a), )

Jazyk rozpozndvany (prijimany) automatem

T(A) =] 5" (@), 0) e F, 0 W

Retézec @ € W je piijiman automatem A, pravé kdyz 5*(q0,a))eF , resp. o € T(A).

Automat pfijima vSechny fetézce, které ho pifevedou z pocateéniho stavu do jednoho
Z koncovych stavil.

Ekvivalence automatii a gramatik
Dva automaty / gramatiky jsou ekvivalentni, pokud pfijimaji / generuji stejny jazyk.
Definice: Nedeterministicky konec¢ny automat je pétice A= (W, Q, 3, Qo, F),

W, Q, Qo, F ... stejna jako u deterministického automatu.

0 ... ptechodova funkce Q x W — 2°

V kazdém kroku automat sejme symbol a ze vstupni pasky, zvoli si jeden ze stavli Z mnoziny
stavl 8(q, @) = {0u, ..., e}, prejde do n&j a posune ¢teci hlavu o 1 policko doprava.

Véta: Mé&me nedeterministicky automat (koneény) A = (W, Q 0, o, F ) ktery ptijima
jazyk L. Pak existuje deterministicky kone¢ny automat A= (W 0, S G0, F ) ktery
také pfijima jazyk L.

~

Plati: 7y —w
0=2°
ﬁz{c?e@ﬂqea:qu}

stav ¢ oznac¢ime [ql,qz,...,qe] €0; 4,,95-q, €0
pocateéni stava0 = [qo]

5(41,q2»-49.3a@)=[p1>prrsp;] prévétehdy kdyz:

5({q1>QZ’ ’qe U5 q:-,a {pl,pz,...,pj}

13



Véta: M¢yme G = (Vy, V1, P, S) regularni gramatiku, ktera generuje jazyk L. Existuje
nedeterministicky kone¢ny automat A = (W, Q, d, qo, F), ktery piijima jazyk L:
T(A)=L(G)

Plati:

-\/  F---- koncovy stav
W =V, | Y

F={M]

Med(X,a)=(X —>a, XeV,,aeV,)eP

Y ed(X,a)=(X >aY;X,Y eVy,aeV,;)eP definice 5
s(M,a)=@  VvaeV,

Véta: Necht A = (W, Q, 8, qo, F) je konecny automat, ktery piijima jazyk L. Existuje
regularni gramatika G = (Vy, V1, P, S), ktera generuje jazyk L, tedy L(G) = T(A)

Plati: Vi =0
V,=W
S=gq,
X sa¥eP<=6(X,a)=Y X,YeQ,aeW
X—>a eP<=d8(X,a)=YAYeF; X,YeQ,acW

Pr. 2.8..'G:(VN, VT, P, S)
Vn =4S, D} P: S—>cD D—->cD
V1 ={c, d} S—>dS D—>c

» Zkonstruujeme nedeterministicky kone¢ny automat:

A=(W,Q, 3, qp, F) tak, aby T(A) = L(G):

W= Vr = {c, d}
Q=VyuU{M}={S, D, M}
Qo=3S
F={M}
d: 8(S,c)={D}
6(S,d) ={S}
d(D, ¢) ={D, M}
8(D,d)=0
o(M,c)=06(M,d)=0

» Zkonstruujeme deterministicky kone¢ny automat:
A=(17.0.5.4,.F) takovy, ze T(d)=T(4)

A je ekvivalentni s A. pozn.: [stav]

14



W =W ={c, d}
6={[ [s}[D}[™m][s,D}[s,m][™m,D][s,D,M]}
Go =[S
F={m][s,m][D.M][s.D,M]}
5:5(s]c)=[p] s(D,M]c)=[D,M]
s([s] d)=[s] s(b,M]d)=0
5(D}c)=[D,M]
5(p]d)-o

Stavy [M], [S, D], [S, M], [S, D, M] nejsou vyuzity (neni do nich definovan ptechod)
amohoubytz O iz F vypuitény.

» Sestrojime regularni gramatiku

~

G= (VN,VT,IN’, §) takovou, ze L(@)z T(Z)

7 0= p. [SI—>cIDb] [D] —>c¢
@-g-%ﬂﬂﬂﬂﬂ} P sl d[s] [D, M] - ¢ [D, M]
Vi =W =le.dj [D] > c[D,M] [D,M]—>c

s =Is]

Protoze ze symbolu [D] a [D, M] Ize odvodit stejnou mnozinu fetézcu: ¢ [D, M] a c, Ize
tyto symboly ztotoznit. Pokud vynechame zavorky bude P vypadat takto:

S—>ch D—->cD
S—>dS Do>c

» Vysledkem je tedy stejna gramatika, ze které jsme vysli G=0G.

» Priklad ukazuje, ze pifi transformaci nedeterministického kone¢ného automatu na
deterministicky nemusime vZdy ziskat minimalni realizaci.

2.2.2 Bezkontextové jazyky a zasobnikové automaty

Véta: Chomského normalni forma
Libovolny bezkontextovy jazyk muize byt generovan gramatikou G=(V,.V,,P,S), ve
které vSechna pravidla jsou ve tvaru:
A—->BC A, BC e Vy

A—>a aeVy
Pi. 2.9.;
Pfevod na Chomského normalni formu. Mé&me bezkontextovou gramatiku G =(V,,,V;,P,S):
Vn=A{S, A B, C} P. )S—>AABC 4B—->bBb
V1={a b, c, d} (2)A—>abab BG)B—>C

8)C—cd (6)C—>S
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» Odstranime pravidla typu X — Y
misto 5)B—>C: (7)B—>cd
8)B—>S
6 C—>S: (99C—->AABC
8B—>S: (100B—>AABC
» Odstranime pravidla typu X — a; a, ... an, kde 3 a;, aj € V1, n>1

Pro kazdy symbol x € Vt (terminalni symbol) zavedeme neterminalni symbol Zy

X/

¢ Na pravé stran¢ vSech pravidel nahradime x symbolem Zy
¢ Pridame pravidla:
Zx —> X
2= RaA—>2Z.2y2, 2
(3)=(3a) C—> Z. Z4
(4) = (4a) B> Z, B Z,
(7) = (7a) B > Z; Z4
(10) Z, > a
(11)Z,—> b
(12) Z;. —>c
(13) Z4 —d
» Pravidla, kterda maji pravou stranu délky 2 (neterminalni symboly), jiz vyhovuji
Chomského normélni formé.
» Totéz plati pro pravidla s pravou stranou délky 1 (terminalni symboly)
» Ostatni pravidla nahradime soustavou pravidel:
S—>AY;, Yi—>AY; Y,—>BC
CoAY;
Bo>AY;
A—>2Z,Ys, Ys—>2ZyYa, Yao— 2y Zy

B—->2yYs Ys—>BZ,

PiepiSeme:
Za—a C—o>Z.2Z4 Co>AY;
Zn—b B—Z.2Z4 Bo>AY;
Zc.—>¢C S—>AY; A—>7Z:.Y3
Zd—)d Yl—)AYz Yg—)sz4
Yz—)BC Y4—>ZaZb
B—>7Z,Ys
Ys —> B Zy

Vysledna gramatika je v Chomského normalni formé a je ekvivalentni s ptivodni gramatikou.
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Definice: Nedeterministicky zasobnikovy automat M:
M=(W,Q,T,3,qo, Zo, F)
W ... kone¢na mnozina vstupnich symboli
Q ... kone¢na mnozina stavl
I' ... konec¢na mnozina symbola zédsobniku
Jo ... pocateni stav
Zy ... pocatecni symbol zasobniku Zy € I’
F ... kone¢nd mnozina koncovych stavii F < Q
§ ... zobrazeni Q x (W U {3}) x I > 29*T"

Znazornéni funkce:

kone¢na
fidici
jednotka

[ ] &teci hlava

alb|c

S (q’ a, Z) = { (qlv yl)’ (C]2, YZ)a vy (qm, Ym) }
qfqu---lquQ Zel .
aeW Y1, Y2500y Ym € T’

Automat ve stavu q se symbolem a na vstupni pasce a symbolem Z na vrcholu zasobniku
ptejde do jednoho ze stavi qj; | = 1,..., n @ symbol Z nahradi fetézcem v; tak, Ze jeho levy
krajni symbol bude umistén na vrcholu zasobniku.

6( q, }“’ Z) = { (ql’ Yl)a (q21 YZ)’ veey (qm1 Ym) }

q1q1| q2|-'-| CIm € Q Z € F 'Yl, 'Y21---1 'Yn € F .

Automat ve stavu g se symbolem Z na vrcholu zasobniku ptejde nezavisle na symbolu na
vstupni pasce (aniz by ho piecetl) do jednoho ze stavu qj, i = 1,..., n @ symbol Z nahradi
fetézcem v; tak, Ze jeho levy krajni symbol bude na vrcholu zésobniku.

Celkovy stav automatu (q, y)

g ... stav automatu, q € Q
Y ... fetézec uloZeny Vv zasobniku, y € I'*

Zapis:

a: (9.2r)—>(3.5)

ae (Wu{i}) (q.B) €3(q,a 2)
v.pel™ g9 €Q

ZeTl

Znamena, ze podle pravidel 6 mize vstupni symbol a zpiisobit, Ze automat piejde z celkového
stavu (g, Zy) do celkového stavu (7, 8y).
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Jestlize plati:
ai :(qi’ 7[)_)(q1‘+1: 7”1), izl,...,n

1

q, €0

a, e (WuUir))

Vi,i=1,.,n+l

y,el'*

Pak piseme a;a an: (gq,,7,)—(q,..7,,) a fkime, Ze fetézec ajay...a, pievadi automat

z celkového stavu (g,, 7,) do celkového stavu (g, 7,.,)-

2 zpusoby piijimadni jazyka zdsobnikovym automatem:

7
L X4

Veéta:

Jazyk prijiman koncovym stavem
T(M)={w| ®:(00.Z,)>(. 7). y eT*.q e F}

Koncovym stavem jsou piijimany takové ftetézce, které prevedou automat
zZ pocate¢niho stavu do jednoho z koncovych stavi.

Jazyk prijiman prazdnym ziasobnikem
N(M) ={w| (0o, Zy)>(a, 2). EQ}

Prazdnym zéasobnikem jsou pfijimany takové fetézce, které zplsobi vyprazdnéni
zasobniku. V tomto piipadé¢ je mnozina koncovych stavii nepodstatnd a obvykle
volime F = Q.

Necht L je libovolny bezkontextovy jazyk, plati:
L = T(M;) pravé tehdy, kdyz L = N(My), kde M; a M; jsou zasobnikové automaty.
Oba zplisoby piijimani jazyka jsou ekvivalentni.

Pi. 2.10. Ptiklad automatu, ktery ptfijima jazyk prazdnym zasobnikem.
NM)={ox 0| 0 la,b}*} (abcd)” = dcba

O = X1 X2 oo Xy => © = Xy Xl ooey X1

M:(W,Q,F,S,qo,ZO,F)
W = {a, b, x} Q=01 F=0

Q ={qu, g2} Zy=]

r={J, K L}

6: 8(qs, b, J) ={ (g1, KJ) } 0(qu, X, J) ={ (d2,J9) }
6(qs, b, K) ={ (a1, KK) } 8(q1, X, K) ={ (g2, K) }
o(du, b, L) ={ (a1, KL) } 0(ds, X, L) ={ (a2, L) }
o(qu, a, ) ={(q, LI} 0(d2, b, K) ={ (G2, M) }
o(ds, a, K) ={ (g1, LK) } 0(d2, a, L) ={ (02, 2) }
o(qu, a, L) ={(qu, LL)} 0(0z, A, J) ={ (92, A) }
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Vstupni fetézec (o = bba): bbaxabb

<q1J>”<ql,z<J> (41K K ) Sa0L K K J) g0 L K K J) g, K K J)>

(qz’K J) (Q2s J)—>(q2,/1)...pfijato.

Véta: Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje nedeterministicky zasobnikovy
automat M (s jedinym stavem) takovy, Ze piijima tento jazyk prdzdnym zasobnikem,
tj. L = N(M).

Véta: Ke kazdému zasobnikovému automatu M lze sestrojit bezkontextovou gramatiku tak,
ze: L(G) = N(M).

PF.2.11. G=(Vn, V1, P, S)

Vn={S, A B, C} P. 1)S>AABC 4)B—>bBb
Vr={a, b, c,d} (2)A—abab B)B—>c
3)C—cd (6)C—>S

Odpovidajici zasobnikovy automat 1ze sestavit na zakladé nasledujicich uvah:
pravidlo X - o £8(q, A, X) > (q, ®)
aprox e VT/:\ d(q, X, X) 3 (q, A)

do téchtto mnozin patii ttnto prvek

V zéasobniku v podstaté provadim aplikaci pravidel, dokud je na vrcholu neterminal, a kdyz se
tam objevi terminal, porovname ho se symbolem na vstupnim pasce a Vv ptipadé rovnosti ho
pfecteme ze vstupni pasky a odstranime z vrcholu zasobniku.

V naSem pfipadé &

Pro pravidla:

S>AABC d(q, A, S)={(q,AABC)}
A—abab (g, A, A)={(g,abab)}
B—>bBb ~

5 e F8@AB)={(@bBb), @G0}
C—ocd _

C—)S }S(Q,K,C)—{(Q,Cd),(q,S)}

5(g.a.a)={(q. 2)s  8(g.b.b)={q. )} Slg.c.c)=1(q.2)}s S(g.d.d)=1(g.A)}

M= (W1 Q1 F! 8’ qu ZO; F)

W ={a, b, c, d} Vsimnéte si, ze automat vystaci s 1 stavem.
Q={a}

Ir={S,A B,C,a,b,c,d}

Jo=Q

Zo =S

F=0
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Véta: Ke kazdému zasobnikovému automatu lze sestrojit ekvivalentni zasobnikovy automat
s 1 stavem.

Odpovidajici bezkontextovou gramatiku k zasobnikovému automatu lze nalézt tak, ze
nejdiive sestrojime ekvivalentni zdsobnikovy automat sjednim stavem a pak vyuzijeme
uvedeného vztahu mezi & zasobnikového automatu a pravidly gramatiky.

Pozn.: instrukci 8(q, A, A) = {(q, abab)} mizeme diky instrukci §(q, a, a) = {(g, 1)} nahradit
takto: 6(q, a, A) = {(q, bab)}

Instrukce typu d(q, X, X) = {(q, 1)} Ize z & vynechat jen v pifipadé, ze se symbol X
nevyskytuje nikde na pravé strané (po pievodu).

Priklad provedeni této Gpravy u automatu z ptedchoziho piikladu

& 8(g,1 S)={(a, AABC)}
5(a, a, A) = {(q, bab)}

5(a.¢. B) ={(a. Wy Na rozdil od kone¢nych automatii nelze obecné ke
5(q, b, B) ={(q, Bb)}

_ kazdému nedeterministickému zasobnikovému
5(a, 2, €) _ {(.S)} automatu sestrojit odpovidajici deterministicky
8(q! C, C) - {(q! d)}

zasobnikovy automat.
3(q, a,3) = {(a, M)} Y

5(q, b, b) ={(q, )}
8(q, d, d) = {(a, )}

r={S,A B,C,ab,d}

2.2.3 Jazyky typu 0 a Turingovy stroje

konec¢na
fidici
jednotka

éteci a zdznamova hlava

ailaz|as|..|la|..|a,|B|B

Na rozdil od kone¢ného automatu, ma Turinglv stroj ¢teci a zdznamovou hlavu, takze mutze
symboly na pasce Cist 1 pfepisovat. DalSim rozdilem je moznost pohybovat cteci
a zaznamovou hlavou na ob¢ strany.

Definice: Turingiv stroj je Sestice:
T=W,Q,1,3,qoF)
Q ... kone¢na mnozina stavil
I ... kone¢na mnozina symboli pasky (jednim z nich je prazdny symbol B)
W ... kone¢na mnozina vstupnich symbold, W < | (neobsahuje B)
F ... kone¢na mnozina koncovych stavii F < Q
Jo ... pocatecni stav
... zobrazeni Q x [ »> Q x (I-{B}) x {-1, 1}

Zobrazeni d - pfechodova funkce nemusi byt definovana pro urcité argumenty
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Konfigurace Turingova stroje

(@, o, )

..stavg e Q
... fetézec na neprazdné ¢asti pasky a € (1 - {B})*
.. pozice hlavy

Elementdarni kroky Turingova stroje

¢

Jestlize (g, A) = (p, X, 1) i e <1,n>

(q, AA,. Ai A Ais. . An, I) —> (p, AAs. Al X Ais.. A, |+1)
pak Turingiv stroj zapiSe symbol X do i-tého poli¢ka (pfepise Aj), piejde ze stavu q do
stavu p a posune hlavu o 1 poli¢ko doprava.

Jestlize 6(g, Ai) = (p, X, -1) 1 € <2,n>

(q, A1A2...Ai-1 Ai Ai+1...An, I) —> (p, AlAz...Ai-l XAi+1...An, I-l)
tj. posunu hlavu o 1 policko doleva

Jestlize 6(q, B) = (p, X, 1) i=n+1

(0, AtAz... Ay, n+l) —> (p, AtA2...Ap X, Nt+2)

ptepiSeme prazdny symbol Bna X. n:=n+l (n++)
Jestlize 6(q, B) = (p, X, -1) i=n+1

(0, AjAz... Ay, n+l) > (p, AtA2 A X, n) ni=n+l (n+t)

Jestlize jsou dvé konfigurace spojeny koneénym poctem téchto elementdrnich krokd,

pouzivame znaceni —

*

(9, . i)-(p. 8. j)

Definice: Jazyk ptfijimany Turingovym strojem:

L(T)={a)| a)eW*/\(qO,a),l)—*)(q,a,i),qu,aeI*,ie<l,n>}

Vsechna slova (fetézce) patfici do jazyka ptfijimaného Turingovym strojem pievadi Turingiv
stroj do koncového stavu, z néhoz neni dalsi prechod definovan — Turingliv stroj se zastavi.
Pro jin4 slova je obecné mozné, Ze se Turingiiv stroj viibec nezastavi.

P 2,12, Jazyk L={x"y"|n>1}

T=(W,Q, 13, 0qoF) 8 (1) 8(qo,x) = (91, D,1)  (7) 8(d2, D) = (g3, D, 1)
W= (2) 8(q1, x) = (a1, x, 1) (8) 8(ds, B) = (g5, C, 1)

=0y} (3) 8(d2 C) = (02 C,-1)  (9) 8(ds, D) = (0o, D, 1)
Q ={do, 91, 92, U3, U4, Us} (4) 8(qs, C) = (g3, C, 1) (10) 3(qu, y) = (G2, C, -1)
I={x,y, B, C, D} (5) 8(da, X) = (G4, X, -1)  (11) 8(d2, X) = (G4, X, -1)
F={ags} (6) 8(q1, C) = (qs, C, 1)
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napf. pro ® = X X y y je posloupnost operaci:

(@ % xy ¥,)5(a, D xy ¥, 2)5(a, D xy ¥, 3)5(3;, D x C ,2)5(a,, D x C y,2) >
—9>(q0, DxCy, 2)—1>(q1, DDCy, 3)—6>(q1, DDCy, 4)i(q2, DDCC, 3)—3>
(q,,DDCC, 2)—7>(q3, DDCC, 3)—4>(q3, DDCC, 4)—4>(q3, DDCC, 5)i

8

—(g;,DDCCC,6)

Véta: Jestlize je L generovany gramatikou typu 0, potom L je také pfijimany néjakym
Turingovym strojem.

Véta: Jestlize L je piijimany Turingovym strojem, potom je také generovatelny néjakou
gramatikou typu 0.
Definice: Turinglv stroj rozhoduje jazyk L nad abecedou W, jestlize:

L=L(T), LcW*
a pro kazdé o € W* se T-stroj zastavi.

Existuji jazyky rozpoznatelné T-strojem, které nejsou rozhodnutelné zadnym T-strojem.
Definice: Nedeterministicky Turingtv stroj: T = (W, Q, I, 8, qo, F)

Q, W, I, F, qo ... stejné jako u definice T-stroje.

§ - zobrazeni Q x [ —» 29X (- {BNx {11}

Véta: Je-li jazyk L pfijimany néjakym nedeterministickym Turingovym strojem, pak je
pfijimany i néjakym deterministickym Turingovym strojem.

2.2.4 Kontextové jazyky a nedeterministické Turingovy stroje s linearnim
prostorem
Definice: Nedeterministicky T-stroj s linedarnim prostorem:
M=(W,Q,1,3, qo,F)
Q ... kone¢na mnozina stavil
I ... kone¢na mnozina symbola pasky
W ... kone¢na mnoZina vstupnich symboli W c |
Jo ... pocatecni stav qp € Q
F ... mnozina koncovych stavii F < Q
§ ... zobrazeni Q x [ — 29X x{L1}

W obsahuje dva specialni symboly mj, m; — levy a pravy meznik fetézce na vstupni pasce —
zabranuji pfechodu hlavy mimo vstupni fetézec.

Definice: Jazyk pfijimany nedeterministickym T-strojem s linearnim prostorem:
L(M) ={a)| oeW —{m, m (g, m om,1)=>(qai)geF acl*ie<ln >}

Véta: Jestlize je L kontextovy jazyk, pak je pfijiman né¢jakym nedeterministickym T-strojem
S linedrnim prostorem.

Véta: Jestlize je L piijiman n¢jakym nedeterministickym T-strojem s linearnim prostorem,
pak je generovatelny néjakou kontextovou gramatikou.
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3 CRAMATIRY PRO POPIS OBRAZU

3.1 Kritéria vybéru primitiv
Primitiva:
% Zadany popis obrazi.
+¢ Snadno detekovatelna a rozpoznatelna.

Pi. 3.1. Odlisent rovnostrannych trojuhelnikii od ostatnich obrazi.
mnozina primitiv
... horizontalni segment

X
¥ ... segment se sklonem 120°
Z ... segment se sklonem -120°

Z y

X

segmenty X, Y, Z maji stejnou délku
mnozina vSech rovnostrannych trojuhelnikii je reprezentovana fetézcem X y Z.

Odliseni rovnostrannych trojihelnikti riznych velikosti — pfifadime segmentiim

jednotku délky a mnozinu rovnostrannych trojuhelnikli popiSeme jazykem:
L={x"y"Z" |n=1,2..}

Pi. 3.2. matematické vyrazy
G= (VN, VT, P, S)

X,y,Z

VN = { <vyraz>, <operator>, <operand>, <X>, <Y>, <Z>, <plus>, <minus>, <krat>,

<dé€leno>, <mezera>}

Vr={a,b,c,d, e f} al/ b\ c- d] e, f.

S = <vyraz>

P: <vyraz> — <operand> <operator> <operand> <X>-—>ab
<operand> — <X> <Y>—>bda
<operand> — <Y> <Z>-—>cac
<operand> — <Z> <plus>—cd
<operand> — <vyraz> <minus> — C
<operator> — <plus> <krat> — f
<operator> — <minus> <déleno> — a
<operator> — <krat> <déleno> — f f

<operator> — <déleno>
<vyraz> — <operand> <mezera> <operator> <mezera> <operand>
<mezera> — e

Obraz: X +Y : Z je reprezentovan fetézcem: ® = abecdebdaeffecac
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Odpovidajici deriva¢ni strom:

<vyraz>

| T

<operand> <mezera> <operator> <mezera> <operand>
<> e <plus> e <vyraz>

Y ¢ N

<operand> <mezera> <operator> <mezera> <operand>

<y> e <déleno> e <z>
AN N TN
bda ff cac

— ziskany strukturalni popis je pfilis slozity.

Vn=4{V, D, R}

Vi={x,y,z,+ - .., 1}

S=V

P. Vo>DRD R—+
D>V R—-
D—>x R—.
Doy R—:
D>z R—/

O=X+Yy:z

Pi. 3.3. Popis ¢arovych obrazct, rozhrani a obryst ve snimcich — Freemanuv fFetézcovy kod
— kazdému segmentu je pfifazeno €islo v zévislosti na jeho sklonu.

Vyhody:
¢ Otéceni obrazu o nasobek 45° viz ZDO
¢ Moznost méfeni délky kiivky
¢ Urceni prisecika
Obraz pismene A:
Fetezec relativni smer pocatecni uzel koncovy uzel c N 3
23 2 R S T N
3355 4 S T 4¥Y 0000 N
0000 0 T s ¥ 2
545 5 T p P R

Pr. 3.4. Popis kiivek pomoci jejich tvarovych vlastnosti.

% Primitiva — useky, kde ma kiivka pfiblizné stejny tvar (Cast piimky, paraboly,
kruznice,...)

» Segmentacni a aproximacni algoritmy — nejjednodussi, nejrychlejsi, nejpouzivanéjsi
1 po Castech linearni aproximace.
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Analyza EEG (zaznamy aktivity lidského mozku) — Giese a kol.

Obraz: 4 ktivky po 100 sekundach (4 kanaly)
kazdy sekundovy tsek — primitivum
17 ptiznakt
shlukové analyza — 7 tfid primitiv
reprezentace obrazu: 4 fetézce po 100 primitivech.

3.2 Jednodimenzionalni gramatiky

Po vybéru primitiv — dalsi problém: konstrukce gramatiky

Idedl: odvozeni gramatiky inferen¢nim strojem (konstrukce inferenc¢nich strojii omezena na
specialni ptipady)

Volba jazyka (sloZitéjsi jazyk):

X/
X4

L)

Silngjsi prostiedek k vyjadfovani

R/
A X4

Vys§i naroky na slozitost rozpoznavaciho automatu

e

*

Delsi doba pottebna pro klasifikaci

X/
°e

Narusta algoritmickd nerozhodnutelnost vlastnosti daného jazyka

Kompromis mezi vyjadfovaci silou jazyka a efektivnosti jeho analyzy je urCovén feSitelem
Vv zavislosti na feSené uloze.

Pr. 3.6. Porovnani vyjadiovaci sily u rliznych typl gramatik. Zkonstruujeme gramatiku pro
regularni jazyk.
n=1,2,3

n n_n

L:{xyz

» Reguldarni gramatika
G1=(Vn, V1, P, S)
Vn ={S, D1, Dy, Eqo, E2o, E21, Es1, Es2, F1, Fa, Fs}

Vr={xy, z}
P: S—>xD; Ewo—>YyF: Fi1—>z2
S—)XElo Ezo—)yE21 Fg—)ZFl
D1—>XD2 E21—)yF2 F3—)ZF2
D1 — X Ey Ego—)yEgl |VN|:12 ‘P‘:14
Dz—>XE3o E32—)yF3 E31—>yE32
» Bezkontextova gramatika
G2=(Vn, V1, P, S)
VN:{S, D1, Dz, El, Ez, E3, F}
Vr={xy, z}
P: S—>xD:F D, —>xDyF E;—>VE
Dl—)y D, > XEsF El—)y
D1 > XxEF Eg—)yEz Fo>z |VN|:7 ‘P‘:g
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Gramatiky s Fizenym prepisovanim

% Zvysuji generativni silu ur¢itého typu gramatiky.

¢ Napf. pro generovani kontextového jazyka muzeme pouzit i bezkontextovou
gramatiku s fizenym pfepisovanim a pro rozpoznavani potom upraveny zasobnikovy
automat s fizenou volbou instrukci (namisto nedeterministického Turingova stroje
S linedrnim prostorem).

Pi.3.7. Jazyk L={x"y"z"|n=1,2,..}

>

>

Bezkontextova programova gramatika
G=(VnN V1, P S,J)

Vn={S, E, F}
Vr={xy, 2}
J={1, 2, 3, 4, 5} ... mnozina ¢isel pravidel
P: & pravidla pravidlo uspéch neuspéch
1 S—>XxE {2, 3} %] @...konec.
2 E—>XEE {2, 3} 4]
3 E>F {4} {5}
4 F>yF {3} 0
5 Fo>z {5} 4]

Generovani v programové gramatice probiha takto: Je-li néjaké pravidlo Uspésné
aplikovano, je mozné v dal$im kroku volit pouze pravidlo s ¢islem z mnoZiny uvedené
ve sloupci #spéch, jinak je mozné volit pouze pravidla z mnoziny neuspéch.

Napf. fet€zec: X XXyyyzzz

Hu _@u @u @u on ©n
S—>XE > XXEE > XXXEEE > xxxFEE - XxXXXyFEE —»

@u “u @u @u N
—> XXXYFFE > XXXyyFFE > xXxXXyyFFF > xxxyyyFFF —

G)u G)u G)u
—> XXXYYYZFF > XXXYyyyzzF —> XXXyyyzzz

Maticova gramatika

G=(Vn, V1, P, S)

Vn={S, D, E, B

Vr={xy, z}

P: (1)<S > DEF>
(2)<D—>xD; E>YE; F>zPF>

B)<D—>x; E—>y;, Fo>2z>

matice pravidel

U maticovych gramatik jsou zadavany posloupnosti (matice) pravidel, které se musi pfi
odvozovani pouzit soucasné.

Napf. o =XXXyyyzzz

@ 2) ) 3)
SODEF—>xDyEzF—>xxDyyEzzFo>xxxyyyzzz
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Pi. 3.8. Rozpoznavani vrcholii v kifivkdach, zalozené na strukturalnim piistupu — Horowitz.
Kfivka reprezentovana mnozinou bodu:
{(X,Vy),i=12,..,n} Xis1 > X Vi=1,2,..,n-1
Prvni diference dij, i =1, 2,..., n-1:
di = (Yira — ¥i) / (Xiv1 - Xi)
Ke kazdé dvojici bodu [ (xi, Vi), (Xi+1, Vi+1) ] pfitadime symbol o takto:
di>0 wi=p (rostouci usek)
di<0 i=n (klesajici usek)
di=0 =0 (konstantni usek)
Nyni mtuzeme kiivku reprezentovat fetézcem o = 1 02 ©3 ... Op-1

Kladny vrchol K

leva strana L={ptu{p({ptu{0})*p}
prava strana P={n}tu{n({n}u{0})*n}

vrcholek V=0 libovolny pocet n a nul
K=LVP
Obdobné zaporny vrchol Z
Z=PVL

Kfivka: x vrcholu, x =0, 1,...

Gramatika:
L: <rost;>—p P: <kles;>—>n
<rost;> — <rost;> p <kles;> — <kles;>n
<rost;> — <rost,> p <kles;> — <kles,>n
<rost,> — <rost;> 0 <kles,> — <kles;> 0
<rost,> — <rost,> 0 <kles,> — <kles,> 0

V: <nula>—>0
<nula> — <nula> 0

K: <vrchol™ — <rost;> <kles;>
<vrchol™> — <rost;> <nula> <kles;>

Z: <vrchol> — <kles;> <rost;>
<vrchol™> — <kles;> <nula> <rost;>

kiivka: <vrchol™> — <vrchol™> <rost;>
<vrchol™> — <vrchol™> <nula> <rost;>
<vrchol™> — <vrchol> <kles;>
<vrchol™ — <vrchol™> <nula> <kles;>
hlavni ¢ast kiivky: <prabéh> — <rost;>
<pruibéh> — <kles;>
<priibéh> — <vrchol™>
<prtibéh> — <vrchol>
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cela kiivka: <w> — <nula>
<w> — <nula> <prab&h>
<w> — <priibéh> <nula>
<w> — <nula> <prtibéh> <nula>

3.3 Vicedimenzionalni gramatiky

Nevyhoda jednodimenzionalnich gramatik: pouzivaji pouze operace zietézeni.
» Ziskany popis 2D a 3D objektt byva tézkopadny

» Pouziti vicedimenzionalni gramatiky

Definice: Pavudinovd gramatika G
G=(Vn, V1, P,S)

VN ... Mnozina neterminalnich symbold

V7 ... Mnozina terminalnich symboli

S ... MnoZina pocatecnich pavucin

P ... Mnozina pavucinovych piepisovacich pravidel ve tvaru: o — 3, E
a, B ... Pavuciny
E ... Je mnozina jistych logickych funkci, urcujicich zptisob vlozeni B misto o
V dosud vytvorené pavucing.

Pavucinova gramatika generuje orientované grafy, jejichz uzly jsou terminalni symboly.
Pi. 3.9. Pavucinovd gramatika G = (V\, V1, P, S)
VN = {A}, VT = {a, b, C}, S= {A}

P Al E={(.8)|(p.A}
@ A->aZ S A E={(aI0.A)

Aplikace pravidel 2, 2, 1
b b b
N\ N\
a < c 7 a < 7 a < c

V piipad¢, ze V1 obsahuje jediny symbol — vSechny uzly maji stejné oznaceni, které tedy
nemusime zapisovat. Pavucinu tedy mizeme povazovat za graf. Tento typ pavucinovych
gramatik je n€ékdy nazyvan gramatikami grafi.

Rozsitenim jednodimenzionalniho zfetézeni na vicedimenzionalni vznikaji stromy. Mize-li
byt struktura popsana stromem, miize byt jeji popis generovan néjakou stromovou gramatikou
a pfijiman néjakym stromovym automatem.
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P#. 3.10. Stromovda gramatika G = (V\, V1, P, S)

Vn={S, A, B} Vr={a b, $}

P. S—>% A—a A—a B—b B—b
/N /N VRN
A B A B A B

Priklady generovanych stromii:

ANEANAN
AN
N\

Pi. 3.11. Popis krychle stromem
S
SN
A/ \ / \

b ca
| ||
c ab

4 SYNTAKRTICKA ANALYZA
4.1 Definice
Predpokladejme ttidy obrazi w;, i =1, 2,..., m, kazda tfida m; je charakterizovana gramatikou Gi;.
L(G) nL(Gy) =0 VI,k=1,.,m =k

Uloha klasifikace:
Ji*:x e L(Gw) i*e <1, m>?

Syntakticka analyza
Proces, ktery rozhoduje o nélezitosti fetézce do jazyka generovaného gramatikou.

Blokovy diagram syntaktického klasifikatoru:

—» xelL(Gy) ?

X e L(Gl*) = X~ O

—» x e L(G,) ?
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V piipadé, Ze existuje Gijx takova, Ze x € L(Gj), klasifikujeme x do tfidy .

¢ Regularni gramatika
Staci zkonstruovat odpovidajici deterministicky kone¢ny automat, ktery ma obvykle snadnou
softwarovou i hardwarovou realizaci.

¢ Bezkontextova gramatika
Obecné staci zkonstruovat nedeterministicky zdsobnikovy automat.

s Kontextovad gramatika
»Rozumné* syntaktické analyzy lze dosahnout pomoci bezkontextové gramatiky s fizenym
pfepisovanim.

Syntakticka analyza bezkontextovych jazykiu

¢ Shora - dolii (top — down parsing)

Vychdzime zpocate¢niho symbolu gramatiky a snazime se postupné vygenerovat
analyzovany fetézec.

¢ Zdola - nahoru (bottom — up parsing)
Vychdzime z analyzovaného fetézce a snazime se ho postupné redukovat na pocatecni
symbol.

Pi 4.1 G=(V\, V1, P,S) P:. SH>AB B—ocd
_ _ A—>ab B—>cB
Vn={S,A B Vi={a,b,cd
v=d oVt } A=>aA B>Bd
A—>AD
o = aabbbcdd

¢ Shora—doli

/\ /\ /\ N
/\ /\ /\ /\ /\ /\

AN AN

/A\b
a b S
A/
¢ Zdola—nahoru /
A
/
A B A B
R ) \
B B B
/\ N /\ N\ /\ N
aabbbcdd aabbbcdd aabbbcdd  ..... aabbbcdd



4.2 Problém volby pravidel

V ur¢itém stavu syntaktické analyzy miize nastat situace, kdy mame moznost volit z vice
pravidel:

X = o

X - (V)

Jak ur¢it, které ma byt pouzito?

» Backtracking

V ptipadé, ze po volbé¢ jednoho pravidla dojdeme k neuspéchu, musime se vratit
k poslednimu pravidlu, kde byla moznost volby a zvolime dalsi pravidlo. Tento zptisob je
vSak algoritmicky naro¢ny.

» Prohledavani do Siiky

V tomto piipadé provadime vsechny mozné rozbory analyzovaného fetézce najednou.

VyuZiti heuristické informace
Omezime volbu pravidel pomoci podminek zalozenych napt. na znalosti:
¢ Délky ietézce — presahne-li délka pribézné odvozovaného fetézce délku fetézce
analyzovaného, muizeme ho prohlasit za ,meuspéch, protoze zkazdého
neterminalniho symbolu lze odvodit minimaln¢ jeden terminalni symbol. (Plati za
predpokladu, ze gramatika neobsahuje pravidla typu X — 1)

¢ Vyskytu termindlniho symbolu — Aplikaci pravidla mizeme zamitnout, pokud by
vedlo ke generovani terminalniho symbolu, ktery se v analyzovaném fetézci vibec
nevyskytuje.

¢ Levych krajnich termindlnich symbolii — vsech ftetézcl, které lze z daného
neterminalniho symbolu odvodit.

PF. 4.3. G=(Vy, V1, P, S)

Vn=A{S, A B, C} P. S>AB B—>Bd C—>Cd
Vr={a b, c, d} A—>AB B—dB C—d
A—>aB B—->CA
A—>Chb
a b C d Vytvofili jsme tabulku urcujici, které terminalni

symboly Ize odvodit z neterminalnich symbolt

S | Ano | Ne Ne | Ano jako prvni zleva.
A | Ano | Ne Ne | Ano
B Ne Ne Ne | Ano ..b... ..db.. v Y
1A ..B... / ! LA
C Ne Ne Ne | Ano ..CA... ..Ch...
dA = Sporl ’: d_b
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4.3 Syntakticka analyza shora — dolt

Vychazime z pocatecniho symbolu a snazime se vygenerovat analyzovany fetézec. Dosud
vygenerovany fetézec ukladaime do zasobniku. Vzdy, kdyz se na vrcholu zasobniku objevi
terminalni symbol, porovna se s aktudlnim vstupnim symbolem analyzovaného fetézce.
V piipad¢€ souhlasu se terminalni symbol z vrcholu zésobniku odstrani. V opacném piipadé se
vratim tak daleko, kde lze zvolit jiné pravidlo (backtracking).

Pi. 4.4 G=(Vy, V1, P, S) Vn={S,T,1} V:={abcf g}
P (1) ST G) 1 >a

2) S>TFS 6) 1>b

B) TIgT M) 1>¢

4 Tl

Analyzovany fetézec: o = afbgc

Prubéh syntaktické analyzy (pomoci backtrackingu):

e o navrat
krok | obsah zasobniku cteny vstupni fetézec | pravidlo c. d?ls' na
symbol moznost krok
1 S afbgc SH>T (1) (2)
2 T afbgc To>IgT 3) (4)
3 IgT afbgc [ (5) (6),(7)
4 agT a fbgc
5 gT f bgc 3
3 IgT afbgc l—>b (6) (7
6 bgT a fbgc 3
3 IgT afbgc l—>c @)
7 cgT a fbgc 2
2 T afbgc T (4)
8 I afbgc l—>a (5) (6), (7)
9 a a fbgc
10 - f bgc 8
8 I afbgc l—>b (6) ©)
11 b a fbgc 8
8 I afbgc l—>c @)
12 C a fbgc 1
1 S afbgc SH>TfS (2)
13 TfS afbgc TolgT 3) (4)
14 lgTfS afbgc l—>a (5) (6), (7)
15 agTfs a fbgc
16 gTfS f bgc 14
14 IgTfS afbgc l—>b (6) @)
17 bgTfS a fbgc 14
14 lgTfS afbgc l>c (7
18 cgTfS a fbgc 13
13 TfS afbgc T->1 (4)
19 IfS afbgc l—>a (5) (6), (7)
20 afsS a fbgc
21 fS f bgc
22 S bgc So>T (1) (2)
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. . navrat | pokrac.
krok | obsah zasobniku cteny vstupni fetézec | pravidlo C. d?I3| na
symbol moznost Krok

23 T bgc To>IlgT 3) (4)

24 IgT bgc l—>a (5) (6), (7)

25 agT b gc 24
24 IgT bgc l—>b (6) ©)

26 bgT b gc

27 gT g c

28 T c To>IlgT 3) (4)

29 IgT c l—>a (5) (6), (7)

30 agT C 29
29 IgT c l—>b (6) ©)

31 bgT c 29
29 IgT c l>c (7

32 cgT c

33 gT - - 28
28 T c T (4)

34 I c l—>a (5) (6), (7)

35 a C 34
34 I c l—>b (6) (7

36 b C 34
34 I c l>c @)

37 C c

38 - -

fetézec je pfijat
Realizace: Postup krokt ulozit do zasobniku.

4.4 Syntakticka analyza zdola — nahoru

Postupujeme od analyzovaného fetézce smérem k pocatecnimu symbolu. Analyza zacina
S prazdnym zasobnikem. V pfipad€ uspéSné¢ho piijeti fetézce zlstane v zdsobniku pouze
pocatecni symbol.

Pr. 4.5. Stejnd gramatika jako v Pf.4.4. 1 stejny analyzovany fetézec .

obsah vstupni . C.pravi | instrukce
zasobniku | symbol pravidio dla automatu
- a - - nacteni
a - l—>a (5) redukce
I - T (4) redukce
T f nacteni
Tf b nacteni
Tfb - I—>b (6) redukce
TfI g nacteni
Tflg c nacteni
Tflgc - l>c @) redukce
Tflgl - T 4) redukce
TfigT - To>IgT 3) redukce
TfT - So>T 1) redukce
TfS - S>TfS (2) redukce
S - - - -

fetézec je piijat

Pozn.: zapsany jsou pouze kroky bez navraceni !
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4.5 Dva efektivni algoritmy pro syntaktickou analyzu

Cas potiebny k syntaktické analyze miZe v nejhorsich ptipadech nartstat aZ exponencialné
s délkou fetézce.

Existuji algoritmy, které zarucuji kratsi Cas, potiebny k syntaktické analyze.

4.5.1 Cocke —Younger — Kasami algoritmus

Tento algoritmus zarucuje, ze Cas potiebny k syntaktické analyze je imérny pouze treti
mocning délky fetézce. Uskute¢nuje syntaktickou analyzu zdola — nahoru.

Algoritmus CYK
Vstup:
¢ Bezkontextova gramatika G = (Vy, V1, P, S) v Chomského normalni formé.
% Vstupni analyzovany fetézec @ = a; a2 ... @,
Vystup:

% Tabulka T pro analyzovany fetézec takova, ze tj obsahuje A € Vy pravé tehdy,
kdyz:

*

j ... délka odvoditelného fetézce

i1 DDy
o

i ap a@ a3 &

» Krok1
Polozime ti; ={A|A—>a eP}i=12,.,n

Pozn.: plati A= g,

> Krok 2
Opakuj pro j=2,3,...,n
i=1,2,.,nj+1
¢ Predpokladame, Ze tjx bylo stanoveno (naplnéno) pro vSechna i = 1,..., n-K+1,
k=1,..,].

* tij:{A|A—)BC eP,3ke<l,j)BetyC Eti.;.k,j-k}
Z faktu, ze k < ja j-k <j vyplyva, zZe:

B=a, a, ...a,,,
*

C=a,,, a a

i+k+1 it j—-1
atedy A=a; a,,,...a,,

» Krok3
Jestlize S € tyn, pak fetézec je piijat, tj. ® € L(G).
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Pi. 4.6. G=(Vn, V1, P, S) v Chomského NF.

Vn=A{S, X}
V1 ={c, d}
P: S5 XX X—->SX S—>d
S—> XS X—> XS X—>cC w=cdccd
. X S X X S . S, X
Radek 1: Radek 2, 3, 4, 5:
cdccd
s, X | Xs
'\'\‘g
S \ S, X
v \\\
X,s| x R s, X
[N AN
vV v/ v[x v xly
X S X X S

4.5.2 Earleyho algoritmus

Uskute¢niuje syntaktickou analyzu shora — dolii. Provadi vSechny mozné zptsoby analyzy
soucasné takovym zplsobem, Ze Casto miZe zkombinovat jiz ziskané ¢astecné vysledky. Cas
potiebny k syntaktické analyze je umérny tieti mocniné délky fetézce. Neni-li gramatika
viceznacna, je ¢as potiebny k analyze imérny dokonce jen druhé mocniné délky fetézce.
Algoritmus

Vstup:

¢ Bezkontextova gramatika G = (Vy, V1, P, S)
¢ Analyzovany fetézec ® = a; @, ... @,

Vystup:
¢ Seznamy lg 1 ... In pro analyzovany fetézec

> Krok 1:
Zkonstruujeme seznam I

¢islo seznamu, kde byla polozka zavedena

% Pro kazdé pravidlo S - a € P pfidame do Iy polozku [S — . a, 0]
¢ Provadime tak dlouho, dokud lze do Iy ptidat polozku,

pokud je v Iy polozka [A — . B 3, 0]

ptidame do Iy pro kazdé pravidlo B — y polozku [B — . y, 0]

(= rozvedeni neterminali)

» Krok 2:
Zkonstruujeme seznamy Iy, lp, ..., Iy
proi=1,2,..,n:

% Operace porovnani
Pro V polozky z l;.; ve tvaru [B — o . a B, j] takovou,
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7e a = g; pfidame do I; polozku: [B > a.a. B, j]

Provadime nasledujici body kroku 2 tak dlouho, dokud do I; Ize ptidat néjakou polozku.
% Operace kompletace

Pro kazdou polozku typu [A — v ., j] V |; prohleddme seznam I; a najdeme polozky
typu: [B — a . A B, K]. Pro kazdou takovou polozku ptidame do Ij polozku:
[B—aA.B,K].

%+ Operace predikce

Pro kazdou polozku typu: [B — o . C B, j] v Ii pfidame do Ii pro vSechna C — y
polozky [C — .y, 1].

> Krok 3:
Pokud je v I, polozka [S — a ., 0], pak fetézec je pfijat, tj. ® € L(G).
Pi4.7. G=(V\, V1, P,S)
n={S, T, F} Vr={a,+* ()}

P: (1) S>S+T 4 S->T
2 TH>T*F ) T>F
3) F—>(9) 6) F—>a

mw=a*a

Postup syntaktické analyzy pomoci Earleyho algortimu:

> lo: > Io:
% [S—>.S+T,0] S [T->T*.FO0]
[S—>.T,0] % nelze
% [T—.T*F,0] * [F>.09).2]
[T—.F 0] [F—.a2]
[F—.(S), 0] > s
[F—.4a0] % [F—-a., 2]
> g w [T->T*F., 0]
% [F>a.,o0] [S—>T.,0]
& [T—>F., 0] [T>T.*F0]
[S—>T.,0] [S—>S.+T,0]
[T>T.*F Q]
[S—>S.+T,0]
% nelze
Od posledni polozky [S — T ., 0] Ize vystopovat posloupnost polozek, S
které vedly k pfidani dané polozky do seznamu. |
% T
Z posloupnosti: P
[S>T.,0Qvizs—[T>T*F.,0Qvis—-[F—>a.,2]viz— T * F
[ToT.*FOvli—[T>F.,0lvli—-[F>a.,0]lvl l {L
F
Lze odvodit derivaci fetézce : ,
CONe (5) (©) (©) a

S==T=>T*F=F*F=a*F=a*a
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5 VYUZITH ST@@HASTE@K;@@HQJAZYK@ PRO
ROZPOZNAVANT

5.1 Stochasticky jazyk a gramatika

V praxi Casto plati L(G;) N L(Gj) # @, 1], tj. dochézi k ptekryvani jazykt popisujicich tiidy
Qj a Q.

Priciny:
¢ Strukturalni podobnost obrazi z riznych tfid.
¢ Nepfesnost v procesu predzpracovani obrazu, detekce primitiv a relaci.
¢ Nepiesnost pii konstrukci ¢i inferenci gramatik, charakterizujicich jednotlivé tiidy
obrazd.

Analogie s pfiznakovymi metodami, kde obrazy patiici do raznych tfid mohou byt
charakterizovany stejnym vektorem pftiznakil, ale s riznou pravdépodobnosti. Pro feSeni
tohoto problému vramci strukturdlniho pfistupu musime gramatiku doplnit o
pravdépodobnost vyskytu kazdého slova v daném jazyce. K tomu vyuZivame stochastickych
jazyku a gramatik.

Definice: Stochasticka gramatika Gs = (Vn, V1, Ps, S)

V\ ... mnozina neterminalnich symbola

V7 ... mnozina terminalnich symboli

S ... startovaci symbol

Ps ... mnozina stochastickych pfepisovacich pravidel ve tvaru:

y i=1,2 ..k
@ =P j=1,2,..n;

i, Bij e V* V:VNUVT
o ¢ Vr*
Pij ... pravdépodobnost spojena s aplikaci tohoto pravidla p;; € (0, 1>

Sp, =1 Vi=L2,. .k
j=1

k ... poCet riznych levych stran pravidel
n; ... pocet pravidel s levou stranou o

Pravdépodobnost spojend s odvozenim
- - . v v o L. Pi
EXistuje-li posloupnost fetézcli i1, op,..., ®n+1 takova, Ze @ = ®1, ¥ = On+1 & @, = O,

proi=1,2,...,n, potom z ¢ Ize odvodit y s pravdépodobnosti p = le. . To zapiSeme takto:

i=l1

P

o=y
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Stochasticky jazyk je pak definovan takto:

(@)
L(Gs) ={ (o, p(w) ) | ® € V1*,S p:> ® }... plati pro jednozna¢nou gramatiku.
pj i k
L(Gs) ={ (0, p(®)) @ e V1*,S = »,j=1,2,..k p(w)=>p,}
J=l

k ... pocCet odlisSnych derivaci fetézce

P; ... pravdépodobnost spojend s j-tou derivaci
L(Gs) muze byt charakterizovan dvojici (L, p).

L ... charakteristicky jazyk L(Gs)

p ... pravdépodobnostni rozlozeni definované nad L

% Plati-li Z p(w) =1 tikdme, ze stochasticka gramatika je konzistentni.

wel

Pr. 5.1. Regularni gramatika G = (Vy, V1, P, S)

Vn={S, A, B} P: S—>aA B—-b
A—->bB B—>aS

V:={a,b

r={a b} A—>a

L={(aba)"aa (aba)abb,n=0,1,.}
Stochasticka gramatika vznikne doplnénim pravdépodobnosti k jednotlivym pravidlam.
Gs=(Vn, V1, Ps, 5)

1 0,4
Ps: S —> aA B—-b
0,7 0,6
A —>DbB B - aS
0,3
A —>a

Piiklad derivace:
S—>aA=abB=abaS—=>abaaA—=abaabB=abaabb
p@abaabb)=1-0,7-06-1-0,7-0,4=0,1176

Ls = L(Gs) Generovany fetézec o p(w)

aa 03

> p(w) = i(os +0,28)-(0,42)" =1 abb 0.28
= = (aba)aa 0.3 (0,42)"
(@ba)"abb 0,28 - (0,42)"
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5.2 Vyuziti stochastickych gramatik pri klasifikaci

Vyhody vyuZiti stochastickych gramatik p¥i klasifikaci:
¢ Lze vyjadrit skuteCnost, ze né¢které obrazy se v urcité tiidé vyskytuji astéji nez jinde.
¢ Je mozno piifadit ,,nechténym® fet€zcim nereprezentujicim zadné obrazy malé
hodnoty pravdépodobnosti.

¢ Lze tesit problém viceznacnosti tim, ze jestlize ma fetézec reprezentujici obraz vice
ruznych derivacnich stromil, miZzeme za Uplny strukturdlni popis povazovat ten
nejpravdépodobnéjsi.

Rozpoznavani podle stochastického jazyka probiha takto:
¢ Provedeme syntaktickou analyzu fetézce o podle gramatik vSech tfid @, j = 1, 2,..., m.
¢ Tim vlastné ziskame pravdépodobnosti p(o | ;) = p(o | Gj).

¢ Na zaklad¢ znalosti apriornich pravdépodobnosti vyskytu tfid p(Q;), j =1, 2,..., m mizeme
pouzit klasifikator, zalozeny na Bayesovském klasifikacnim pravidle.

¢ Apriorni pravdépodobnost, Ze fetézec ® reprezentujici neznamy obraz byl generovan
stochastickou gramatikou G;, tj. aposteriorni pravdépodobnost, s jakou analyzovany
fetézec patii do tfidy Q:

p@|G)-P@G,) _ p@|G) P@G)

PG| @)= m
p(@) S p(@| G)- P(G,)

P(Gj) = P(%y) ... apriorni pravdépodobnost vyskytu tiidy €.

P | Gj) = P(w | Q) ... pravdépodobnost generovani fetézce » gramatikou G;, ktera
reprezentuje tiidu Q.

P(w) ... pravdépodobnost vyskytu obrazu reprezentovaného fetézcem o Vv feSené tiloze vibec.

» Klasifikujeme na zaklad¢ principu maximalni pravdépodobnosti:

P(w|G))-P(G))
j=1,2,...m P(w)

» Protoze hodnota P(®) nema vliv na vysledek klasifikace, mizeme vztah upravit na:

yees

> Blokové schéma stochastického strukturalniho klasifikatoru:

0| Q
> e (? o] ) > P(Q)
g IORS : > * L) - .
0] 2 2 e detel_<tor i* p(w|Gj+) - P(Gj+) S
maxima ® ~ Qe
Qn
> wen? P[50
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5.3 Stanoveni pravdépodobnosti pravidel
Mame-li Kk dispozici trénovaci mnozinu fetézci a jim odpovidajici pravdépodobnosti
(Cetnosti), je za uréitych predpokladit mozné vypocitat nebo odhadnout pravdépodobnosti

jednotlivych pravidel stochastické gramatiky tak, aby generovala fetézce s témito
pravdépodobnostmi.

5.3.1 Stochasticke regularni gramatiky

Pi. 5.2. Stochasticka regularni gramatika Gs = (Vn, VT, Ps, S)

VN ={S, A1, Az, A3, As} V1 ={a, by, by, b3, €1, C, C3 }
Primitiva: h, D1
= l§| 7\
b3 C> C3

Generované trojuhelniky
Rovnostranny trojuhelnik: A abzce

a jeho deformace:

abic abic abics abyc abycs
absc absCy abscs

*Sudani =

Pravdépodobnosti jednotlivych fetézci mohou byt odhadnuty na zdkladé dlouhodobého
pozorovani ¢etnosti jejich vyskytu.

P P7
® p(w) P: (1) S -5 aA; (7) A, — C3
— P> Ps
22;221 " e @) Al by A ©8) As o
P3 P9
5 =aby G 3/36 (3) AL — by A 9) As > C
ws=ab,c; 1/36 e .
ws=abh,c, 21/36 (4) A1 > b3 A4 (10) Az > C3
wg=ab,cs 2/36 s Pi
@y =absCy 3/36 (5) Ay > ¢ (11) Ay > ¢
= Pe P12
z:;:gz - e 6) As > ¢ 12) A 5 ¢
(13) Ay 5 cs
Normalizacni podminky:
p1=1
P2+ pstpsa=1
Ps+ps+pr=1

Ps+ Pot+ pPro=1
Pt pretpi=1
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Pro generovani fetézce w; musime pouzit pravidlo (1), (2), (5), takZe p(®w1) = P1 - P2 - Ps
Obdobne:

p(w2) = P1 P2 Pe P(ws) = P1 Ps Po pP(w7) = P1 Pa P11
p(ws) = p1 P2 p7 P(ws) = P1 P3 P1o P(ws) = P1 P4 P12
P(ws) = P1 P3 Ps P(we) = P1 Pa P13
Z rovnic:
p1=1
p(wl)+p(wz)+p(co3)=plpz~(ps+106+p7)=192=1+2+3=£=l
- 36 36 6
1 1 1
p1'pz'p5:%:1'gp5
6 1 26 2 1 36 3 1
36T P16 s P61 62
Obdobneé ziskame:

ps = 2/3 Ps = 1/24 Po = 7/8 P10 = 1/12
Pa = 1/6 P11 = 1/2 P12 = 1/3 P13 = 1/6

Stochasticka gramatika s takto stanovenymi pravdépodobnostmi jednotlivych pravidel bude
generovat fetézce s pravdépodobnostmi uvedenymi v tabulce.

5.3.2 Stochastické bezkontextoveé gramatiky

Piedpokladame trénovaci mnozinu M; = { (w1, f1), (o2, 2),..., (o, f)}, kde f, k=1, 2,..., tje
odhadnutd pravdépodobnost vyskytu fetézce wg, popt. pravdépodobnost subjektivné urena
feSitelem, chce-li napt. generovani nékterych fetézct potlacit. Plati:

M:c L(G)
ale vétsinou: Mic L(G) ... ¢asto|L(G)|— »
Bezkontextova gramatika G:
Pj
4, =7, Aj € Vy Yij € Y&

pij=? ... odhad oznacime p,

Provedeme syntaktickou analyzu vSech vzorkl fetézcl i z trénovaci mnoziny M; a pro
kazdy fetézec ok zjistime absolutni Cetnosti Nij(wk) vyskytu pravidel 4, — y, pouZitych pfi

jeho derivaci. Ocekavana absolutni Cetnost njj vyskytu pravidla 4, — y, pfi syntaktické

analyze vSech vzorka z M je: n, = Z f N (@)
M,
Maximalné pravdépodobny odhad pro pj; vypocteme podle vztahu:
n..

I p— Vi:A —>vy,

pl.l zni/ i 7/11

p; konverguje k pjj, pokud M; konver]guje k L(G) a odhady fx konverguji ke skuteCnym
hodnotam.
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Blokovy diagram systému pro odvozeni pravidel

M = {(w1, f1),..., (o, f) }

{01, @2,..., O} OS:t?d Syntakticky Odhad psti pravidel 6ij
fetézcl o8 - analyzér -

Subjektivni urceni psti
ucitelem

vvvvvv

Gq = (VNC]) VTq, Pq, Sq) q = 1, 2,..., m,

kde m je pocet tfid.
Trénovaci mnozina M;c L, kde L = L(G;) U L(G2) U ... U L(Gp)
Pro fetézce z M; je znama aposteriorni pravdépodobnost P(Gq | wk), Ze fetézec wi byl
generovan gramatikou Ggprok=1,2,...,1 a gq=1, 2,..., mplati:

> PG,|w)=1

q=1
Nejdiive vypocteme:

ny= 2 PG| @) N, (@)

o eM,
fx ... odhadnuta pravdépodobnost (relativni Cetnost) vyskytu obrazu reprezentovaného
fetézcem .
Ng ij(ox) ... absolutni Cetnost vyskytu pravidla 4, — y, Vv derivaci fetézce ok podle gramatiky G,
Ngjj ... o¢ekavana absolutni Cetnost vyskytu pravidla 4, — y,; z Pq v derivacich vSech fetézci

ok € M; podle gramatiky Gq.

Potom maximaln¢ pravdépodobny odhad pravdépodobnosti p . ptislusejici pravidlu

A, — y,; Z Pq vypocteme podle vztahu:

nqij

Dy = ViI:4, —>y, €P,

Z nqil
/

inj konverguje K pgij za pfedpokladu, ze s rostoucim t M; konverguje k L a odhadované

cetnosti fy konverguji ke skute¢nym pravdépodobnostem p(wk), pro které plati:
plo)= ple| G))-P(G,)
q=1
jestlize:

S P@G,)=1
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P2

P
Pr. 5.3. GS = (VN, VT, Ps, S) Ps: S—>aXxs§s X ->d
VN = {81 X} P2 P22
Vr={a b, c, d} S—>cX X —>bX

K dispozici je trénovaci mnozina 100 fetézci, pro které uré¢ime absolutni ¢etnost.

®h Absolutni Cetnost Relativni Cetnost
adcd 9 0,09
cd 77 0,77
adchbd 2 0,02
cbd 6 0,06
abdadchbd 1 0,01
abdcd 2 0,02
abdadadcd 1 0,01
adadcd 2 0,02
> =100 x=1
Zjistime vyskyty jednotlivych pravidel:
pocet vyskytu pravidla
w S—»>aXS |SH>cX| X>d | X>bX | cetnost
adcd 1 1 2 0 9
cd 0 1 1 0 77
adcbd 1 1 2 1 2
chd 0 1 1 1 6
abdadchd 2 1 3 3 1
abdcd 1 1 2 1 2
abdadadcd 3 1 4 1 1
addacd 2 1 3 0 2
22 100 122 14y \
22/122 | 100/122 | 122/136 14/136\\\ i
Pro celou trénovaci mnozinu. \6\” N Nii(w)
ij
S—»>aXS nj=> f,-Ny(w) n,=22
k
S—>cX Ny, =100
X->d Ny =122
X—=>bX Ny =14
Odhady pravdépodobnosti jednotlivych pravidel pak vypocteme takto:
- omy, 22
P T T k100
Z”u
=1
100 14
|7 :—z0’82 D :_zO,IO
Pz 122 P 136
122
p,, =—~0,90
P 136
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5.4 Syntakticka analyza stochastickych jazyku

Informaci o pravdépodobnostech spojenych s jednotlivymi pravidly gramatiky muzeme
vyuzit v procesu syntaktické analyzy. Vyuzitim specidlnich algoritml lze snizit primérny
pocet krokii syntaktické analyzy a tak cely jeji proces urychlit. Mluvime o tzv. stochastické
syntaktické analyze.

V piipad¢ reguldrnich jazyka postaci zkonstruovat odpovidajici, tzv. stochasticky konecny
automat.

Definice: Stochasticky kone¢ny automat je pétice As = (W, Q, M, o, F)
W ... kone¢na mnozina vstupnich symbolii
Q ... kone¢na mnozina stavu (| Q | =n)
M ... zobrazeni mnoziny W do mnoziny matic (n X n) stochastickych stavovych pfechodi
Qo ... N-dimenziondlni fadkovy vektor pocatecniho rozlozeni stavi
F ... mnozina koncovych stavii (F c Q)
M(@) = [pi@)] aeW
pij(a) ... pravdépodobnost pfechodu ze stavu q; do stavu g; pfi sejmuti symbolu a ze vstupni
pasky.

V kazdém kroku musi stochasticky konecny automat piejit ze stavu qi do néjakého
(i stejného) stavu g, tj. plati:

Zpij =1 proi=1,2,.,n
j=1

Defini¢ni obor zobrazeni M rozsitime z W na W* néasledovné:
M) =1 (identicka matice n X n)
M(a; az ... a) = M(a1) M(ay) ... M(ay)

Jazyk prijimany stochastickym kone¢nym automatem As:
T(As) = { (o, p(w) ) | ® € W*, p(e) = a0 M(w) or >0}

oF ... N-dimenzionalni sloupcovy vektor, jehoz i-ta slozka je rovna 1, pokud q; € F a je
rovna 0, pokud g; ¢ F.

Pi. 5.4. Stochasticky kone¢ny automat: As= (W, Q, M, ayp, F) 1
S—a A

W = {a, b} 0.3
Q= {[i lg\(;BOTO]R} T ~ ptijimano A—>a
Go =14, Y U, U, R ~ nepfijimano N
B—aS
ar=[0,0,0,1,0] o
F={T} S AB T R S AB T R A—-b B
. . T . 0,4
M: S p 10 0 O s ofo o 0 1 Bsh
Alo 00 0307 A 0l0o 07 0 03
M (a) = M (b) =
B 06 0 0 0 04 B 0|0 O 04 06
T o oo 0 1 T olo o 0 1
R0 oo 0 1 R O|0 0 0 1
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Automat pfijima fetézec a t€émito pravdépodobnostmi:
042"-03 w=(aba)"aa n=0,1,.

p(w) = ap M(w) aF = {
0,42"-0,28 w=(aba)abb n=0,1,.

napi.prom=abb
p(w) =[10000] - M(a)- M(b) - M(b) - ar = 0,28
\ J 1 1

~ | b
01000] ! L
\ ~ v L
[000700,3] |
- J !
A !
[0000,280,72] !
. J

Y

0,28

Stochasticky kone¢ny automat z pi.5.4. pfijima jazyk generovany stochastickou reguldrni
gramatikou z pi.5.1.

Plati:
¢ W=Vy
¢ Q=VyU{T,R}
T ... stav piijeti

R ... stav odmitnuti

¢ 0o ma jedinou slozku rovnou 1 v misté odpovidajicim pocate¢nimu symbolu S
¢ mnozina koncovych stavil F ma jediny prvek — stav T
¢ ofF ma jedinou slozku rovnou 1 v misté odpovidajicim stavu T
Py
¢ pokud Ps obsahuje pravidlo X, —x, X, pak matice M(x)) ma v i-tém fadku a j-tém

sloupci prvek pi;.

Pi
¢ Pokud Ps obsahuje pravidlo X, —x,, pak matice M(x;) ma v i-tém fadku na pozici
sloupce odpovidajiciho stavu T prvek pj;.

¢ Prvky matice M(X;) Vx; € W ve sloupci odpovidajicim stavu R maji takovou hodnotu,
aby soucty prvki v fadcich vSech matic byly rovny 1.

Ke kazdé stochastické reguldrni gramatice lze sestrojit odpovidajici stochasticky konecny
automat.
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6 RESBNI VLIVU SYNTAXKTICKYCE DEBEFORMACH

Vlivem nejriiznéjSich poruch, Suma a nepiesnosti v procesu piedzpracovani dochazi
k deformacim ve struktufe rozpoznavanych obrazt. Existuji metody, které umoznuji
rozpoznavat netplné, poskozené ¢i jinak strukturdlné deformované obrazy.

6.1 Template matching

Srovnavani neznamého obrazu se vzorovymi obrazy tiid. Prakticky nikdy nedochazi k uplné
shodé. Proto je tfeba zavést vhodnou miru odliSnosti dvou obrazli, podobné jako je tomu u
ptiznakovych metod.

Definice: Transformace
proa, B € V1* T:Vi* > Vr*
B=T(x)

» Zaména (substituce) symbolu

Ts
paw—>pbw proabeVy a#b; ¢, ® € V*

» Vynechdni (vypusténi) symbolu

TD
paov—>pw proa e VT, o, o€ V*

» VloZeni symbolu

T
Qpw—>paw proae Vr, o, o€ V*

Definice: Levenshteinova vzdalenost

d“(a, B) je definovana jako nejmensi pocet transformaci pottebnych k odvozeni f z a.
Napt..a=chabdbb B=cbbabbdb

T, T, T,
a=cbabdbb —>cbbabdbb > cbbabbdbb - B
d“(o,, B) =3

Definice: Vahova Levenshteinova vzddlenost

ere

J ...pocet riznych odvozeni

Nj ... pocet substituci V j-tém odvozeni W; ... vaha substituce
Npj ... pocet vypusténi Vv j-tém odvozeni Wp ... vdha vypusteni
njj ... pocet vlozeni Vv j-tém odvozeni W, ... vaha vlozeni
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Definice: Vahova Levenshteinova vzdalenost, ktera spliiuje axiomy metriky a respektuje
skutecnost, Ze rizné typy transformaci jsou obvykle pro riiznd primitiva (termindlni symboly)
ruzn¢ pravdépodobné.
T,S(a,b)
o aaPBf —> abp; abeVr azb
S(a,b) ... vaha (cena) substituce symbolu b za a.
Tp,D(a)
* oaf —> of aeVr
D(a) ... vaha (cena) vynechani symbolu a.
T;.1(a,b)
 aaPf — abaPp abeVr
I(a, b) ... vaha (cena) vlozeni symbolu b pted a.
11 (a)
e o —> oa aeVt
I’(a) ... vaha (cena) vlozeni symbolu a na konec fetézce

Tato vzdalenost je nazyvana vahovd metrika:
d"“(a, B) = min W;
J

Grafické znazornéni:

bl I(a:b) b2 I(aub) b3 I(@ibs)

a o o N Vahova metrika je minimum souctu
a,by au,b; au,bs o
aj [P@ P o) D(a1) vah v dané cesté ptes vSechny prichody
1(@2b) 1(@ab) (@) gr afem
S(az,bs) S(az,bz) S(az,bs)
A [o@ N e\ D(az)

1(as,by) I(as,by): 1(as,bs):

S(ashy) S(as,bz) S(asby)
as [oe b@) D) D(a3)

1°(bs) 1°(b2) 17°(bs)

Definice: Stochasticky model

Ts.qs (bla)
» oaPfp — abp a,beVt
gs(b | a) ... pravdépodobnost substituce b za a.
Tp.qp(a)
» oaBf —> af aeVr

go(a) ... pst vynechani symbolu a.

Ty, 4;(bla)

» aaf — abaf a,beVr
qi(b | @) ... pst vlozeni b pied a.

Ty q;(a)
> o — oa

gr(a) ... pst vloZeni a na konec fetézce.

Deformacni psti jsou konzistentni, pokud plati:
D asblay+q,(@)+2 q,(bla)y=1  VaeV,

bely beVy
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Pravdépodobnost deformace anaa

g(o] @) =qgp(@d) proa =2
max { gs(b |a), qi(b|a)-qo(@)} proa=b
qi(by | @) - qu(bz | @) - ... qu(bis | @) - max{ gs(bi [@), aqi(bi|a)-ap(@)} pro a=bs.by, 1>1

Pravdépodobnost vioZeni a. na konec ietézce
qr(o) = 1—-qp proa =X
(1-9r)-qr(as) - ... - qr(a) pro o = a;..a
qr = Zq ;(a) qr ... pst vlozeni libovolného symbolu na konec fetézce

acly

(1 -qpr) ... pst, ze na konec fetézce nebude vlozen zadny symbol.

Pravdépodobnost deformace ietézce P na retézec o
n-1

at@| p) - m,ax{Hq(a ila, )} arler))
J=l

alal..a' .. i-tymozny zplsob rozkladu o na n fetézci.

Napf.: o= b1 b2 b3 b4 b5 bs B =apdpadzadg

mozné rozklady (nékteré):

ol o2 o3 Ol

bl b2 A b3 b4 b5 b6
A b1 b, bs by bs b

b1 by bs ba bs bs A

6.2 Syntakticka analyza s opravou chyb

Ttida obrazh je charakterizovana gramatikou G. Mé&me fetézec o popisujici strukturalné
deformovany obraz této tfidy. Podrobime-li nyni fetézec w syntaktické analyze, s nejvetsi
pravdépodobnosti zjistime, Ze ® ¢ L(G) a obraz nebude do dané tfidy klasifikovan. Cilem
syntaktické analyzy s opravou chyb je nalézt nedeformovany tetézec ¢, ¢ € L(G) takovy, ze
jeho vzdalenost k o je ze vSech fetézcl jazyka L(G) nejmensi.

d(w, @) = min {d(w, v) | v € L(C) }

Metoda nalezeni takového fetézce spociva v rozSifeni pivodni gramatiky o chybovd —
deformacni pravidla.
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Algoritmus konstrukce rozSifené gramatiky

Vstup: Bezkontextova gramatika G = (Vy, V1, P, S).
Vystup: Rozsitena gramatika G* = (V\’, V1°, P, S°), kde P’ je mnozina vahovych pravidel.

> Krok 1:
VN =VyU{S’} U{Ey|b e V1}
Vrc V7

> Krok 2:

Je-li v P pravidlo:
A—>ogbioaihy...omibmoan m=0
ueVN* AbeVr 1i=1,2,..,.m1=01,..m
Potom do P’ pfidej pravidlo:
A — o9 Epr o1 Epz ... 0m-1 Ebm Om s vahou 0.
» Krok3:

Do P’ pfidej nasledujici pravidla svahou odpovidajici zvolené vzdalenosti
(Levenschteinova vzdalenost, vahova Levenschtein.vzd. w, vahova metrika W).

pravidlo L w w pro
a) "> S 0 0 0
b) S’—>Sa 1 w, I’(a) aeVy
c) E,—>a 0 0 0 aeVr
d E.—>b 1 Ws S(a, b) aeVyrbeVy azb
e) Ea—> A 1 Wp D(a) aeVy
f) E.—>bE;, 1 w, I(a, b) aeVy,beVy

Pozn.: Pravidla typu b) d) e) f) jsou nazyvana deformacénimi pravidly.

S rozsifenou gramatikou pracuje Syntakticky analyzator s opravou chyb, ktery vyhledava

takovou deformaci fetézce ®, kterd je spojena snejmenSim souctem vah chybovych
(deformacnich) pravidel.
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Pi. 6.1. Konstrukce rozsiiené gramatiky
G= (VN, VT, P, S)

P:. S—>S+T S>T
Vn={S T F} THT*F TSF
VT:{a’+’*’(1)} F—)(S) F—>a

Provedeme rozsifeni gramatiky:

> Krok 1: VN ={S, T,F S’ Es E+, Ex, E, E)}
V1’ =V7
> Krok 2: S>SE:T ST
T—>TE-F T—>F
F— E(SE F—Ea
» Krok 3:
a S —>S
, ! c) Ea—a
b) S L—5>Sa E. -+
S>> S+ Ex—*
’ E(—(
’ *
> T)S E)y—)
S>> S(
1
S>> S)
1 1 2 2
d Ea—> + Ea—>* Ea — ( Ea > )
1 1,5 2 2
E.:—> a E.—o * E: o ( E:—>)
1 1,5 2 2
Ex > a Ex > + Ex > ( Ex > )
2 2 1 0,5
E(—)& E(—)+ E(—)* E(—))
2 2 1 0,5
E)—>a E)—>+ E)—)* E)—)(
0,5 2 2 1 1
e) Ea > A Ex > A = Ec—> A Ey—> A
1 2 2 2 2
f) Es > akE, Ea—> +tEa Ea—> *Es Eia—> (Ea Ei—> )E;
1 1 2 2 2
E. > aE. E,>+E. Ei—> *E+ E:—> (E+ E:.—->)E:
1 2 1,5 2 2
E- >akE. E+ >+E. Ei—> *E~ Ei> (E+ E+—> )E«
2 1,5 2 1 1
E(—>aE( E(—)+E( E(—)*E( E(—)(E( E(—)E(
2 1,5 2 1 1
E)—>aE) E)—)+E) E)-)*E) E)-)(E) E)—)E)

Zatimco G obsahuje 6 pravidel.
G’ obsahuje 67 pravidel navic.

vvvvvv

pro syntaktickou analyzu s opravou chyb pouzivd modifikovany Earleyho algoritmus, ktery
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oproti pluvodnimu navic akumuluje pfislusSné vahy pravidel, pouZzité pii derivaci
deformovaného fetézce podle gramatiky G’.
Modifikovany Earlyho algoritmus
Vstup:
¢ Rozsifena gramatika G’
¢ Vstupni fetézec o = b1b,..by,
Vystup:
¢ Seznamy lo, ly,..., Iy pro fetézec .

¢ Retézec o piedstavujici nejlepsi opravu o ve smyslu minima vzdélenosti.
¢ Vzdalenost d(o, o).

» Krok 1: Zkonstruujeme lo.
A. Pro kazdé pravidlo S’ —x> a e P ptidame do Iy polozku [S” — . a, 0, X].
B. Provadg¢j tak dlouho, dokud lze do Iy ptidavat polozky. Pokud je v I polozka:
[A — .BB,0,Y], ptidej pro viechna pravidla B —Z> y polozku: [B — .y, 0, z] do I,.
» Krok2: Opakujproj=1,2,..,m
A. Pro kazdou polozku v lj., ve tvaru [B — a . a B, i, x] takovou, Ze a = bj, pfidej do I
polozku [B > aa. B, i, X]
Provad¢j B a C tak dlouho, dokud lze do I ptidat n&jakou polozku.
B. Jestlize je polozka [A - a ., 1, X] vV ljapolozka [B — B . Ay, K, y] v I, pak:

% Neexistuje-li, ptidame novou polozku: [B > A .y, Kk, x +V].
% Existuje-li jiz polozka ve tvaru: [B — B A . vy, Kk, z] v |;, pak pokud:
X + Yy <z nahradime u této polozky hodnotu z hodnotou x +y.
C. Pro kazdou polozku typu [A — a . B B, i, X] v |; pfiddme pro vSechna pravidla

B —y> v polozky [B — . v, j, Y].
> Krok 3:

Pokud je polozka [S” — a.., 0, X] V I, pak fetézec w je piijat s vahou:
d(w, @) =X

Derivacni strom fetézce o lze ziskat podobnym zplsobem jako u plvodniho Earlyho
algoritmu. Retézec ¢ (resp. jeho derivaéni strom) ziskdme vynechanim vSech deformacnich
pravidel z derivace fetézce w.

Definice: Vzddlenost mezi ietézcem a jazykem
o ... fetézec L(G) ... dany jazyk
d(L(G), ) = min d(op, ®)

@eL(G)

% Vzdalenost mezi fetézcem ® a jeho nejlepsi opravou ¢ (metoda nejblizsiho souseda —
NN)

K
, 1
& Lze zobecnit nakNN:  d,(L(G), @)= min E —d(p;, w)
peL(0) = K
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Blokové schéma klasifikdtoru pro syntakticky deformované obrazy pracujiciho na principu KNN.
di(L(G1), w)

A 4

® e L(Gy)?

di(L(Gy), w)
o e L(Gy)? N\a|  vybér d( L(Gp), ® )
minima o~ Qpx

Y

v

d(L(Gm), ®)

o< L(Gp)?

v

6.3 Syntakticka analyza s opravou chyb pro stochastickou
gramatiku

Pouziti zejména v pripadech, kdy se obrazy uvnitf tfid vyskytuji s riznou pravdépodobnosti.

Pro analyzovany fetézec o hledame nejlepsi opravu ¢ takovou, ze plati:

Ao | 9) plo) = max {ql@|w) ply))

YelL(Gy)
p(y) ... pravdépodobnost generovani fetézce y gramatikou Gs.
g(® | y) ... pst deformace obrazu reprezentovaného fetézcem y na obraz reprezentovany

fetézcem o.
Algoritmus konstrukce rozSifené stochastické gramatiky
Vstup: Stochasticka bezkontextova gramatika Gs = (Vn, V1, Ps, S)
Vystup: Rozsifena stochasticka gramatika Gs” = (Vn’, V1°, Ps’, S)
» Krok 1: VN =VNU {S’} U{Es|a e VT}
> Krok 2: Vic V7’
P
» Krok 3:Jestlize v Ps je pravidlo A— ap by ay by ... by am, m > 0 takové, ze o eVn* a
bi eVr, 1=0,1,.,m; i=1,2,...,m; potom do Ps’ ptidam pravidlo:
p
A—)Oco Ebl (0%} Ebz Ebm Om
» Krok 4: Do Ps’ pfidame nasledujici pravidlo:

1-q;'

AS S q,'= D.4q,'(a)
q;'(a) acly’
B.S - Sa Va e Vr

» Krok 5: Pro vSechna a € Vy pfidame do Ps’ pravidla:
qs(a‘ a)
A E. — a
q5(b| a)
B.E. > b probeVy, bza

qp(a)

C.E - A
4,(b] a)

D. E, > bE; prob € V¢’

Stochasticky jazyk generovany rozsifenou gramatikou Gs’:

LGy - {<w, p<w>>\ 0ei )= T 3] ¢>-p<¢>}

9eL(Gy) i=l

52



r ... pocet odlisnych posloupnosti transformaci fetézce ¢ na
9% | ) ... pst spojend s i-tou posloupnosti, i = 1, 2,..., r
p() ... pst generovani nedeformovaného fetézce ¢ nerozsifenou stochastickou gramatikou Gs

K nalezeni nejlepsi opravy deformovaného vstupniho fetézce ve smyslu maxima psti 1ze
vyuzit modifikovaného Earleyho algoritmu.

Modifikovany Earleyho algoritmus pro stochasticky model
Vstup:
¢ Rozsitena stochasticka gramatika Gs” = (V\’, V1, Ps’, S)
% Vstupni fetézec ® = by by ... by € \V2ia
Vystup:
s Seznamy lg, ly,..., Im pro fetézec ®

¢ Hodnota deformacni psti (® | @) p(¢p), kde ¢ predstavuje nejlepsi opravu fetézce ®
ve smyslu maxima psti.

» Krok 1: Konstrukce Ig

q
A. Pro kazdé pravidlo S’ — a piidame polozku: [S” — . «, 0, q] do lg

Provadime tak dlouho, dokud lze ptidat do Iy néjakou polozku:

q
B. Pokud je v Iy polozka typu [A — . B B, 0, p], ptidame pro kazdé pravidlo B — y
polozku [B — .y, 0, q].

» Krok 2: Opakujproj=1,2,..,m

A. Pro kazdou polozku z lj.; ve tvaru:
[B— a.ap, i, p] takovou, ze a =bj, pfidame polozku [B — a a. B, i, p] do |;.
Provadime B. a C. tak dlouho dokud lze do I pfidat néjakou polozku.
B. Jestlize je polozka [A - a ., 1, p] v ljapolozka [B — B . Ay, K, q] v I;, pak:
% Pokud dosud neexistuje ptidame novou polozku: [B—> B A.v,k, pq]
% Pokud jiz existuje polozka [B — B A .y, k, r], pak pokud p -q > r, nahradime r
hodnotou p-q.

q
C. Pro kazdou polozku typu [A — o . B B, i, p] V |; pfiddme pro vSechna pravidla B—y
polozky [B — ., ], q] do ;.

> Krok 3:

Pokud je polozka [S” — a. ., 0, q] V I, pak fetézec je pfijat S psti q. V pfipad¢, ze Gs
je jednoznacna, pak g odpovida psti q(® | @) - p(e), jinak odpovida psti q(® | @) -
pj(p), kde pj(¢) je pst nejvice pravdépodobné derivace fetézec .
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Blokové schéma Bayesovského syntaktického analyzdatoru

PNTSY p(o| Gl’)>§(61)
o » oe L(G,)? il GZ’)>§(GZ) Na MAX p(@|Gy) - P(Gj)
- i=1,2.n0 [ o~Q >
' ¥ P(Gn)
o welGy? P@IGn)

V piipadech, kdy je k dispozici rozsahla a dostate¢né reprezentativni trénovaci mnozina,
zahrnujici 1 zaSuméné a deformované obrazy, potom stochasticka gramatika zkonstruovana na
jejim zakladé muze dostatecné spolehlivé reprezentovat vSechny v uvahu ptipadajici struktury
obrazii a jim odpovidajici Cetnosti vyskytu. V tomto piipadé obvykle postaci zkonstruovat
stochasticky syntakticky analyzator bez opravy chyb.

Naopak, je-li trénovaci mnozina malo reprezentativni, potom zkonstruovana gramatika
necharakterizuje mozné (i deformované) struktury obrazii dostatecné. Dusledkem je, zZe
syntakticky analyzator podle takové gramatiky bez opravy chyb velmi Casto deformované
obrazy této tfidy nepfijima. V takovych ptipadech je obvykle nezbytné pouzit syntakticky
analyzator s opravou chyb.

Syntaktické analyzatory s opravou chyb jsou sice schopny rozpoznat i znané zaSuméné
a deformované obrazy, ale vyzaduji vyrazn¢ del$i dobu zpracovani na rozdil od syntaktickych

analyzatorti bez opravy chyb. Proto se asto vyuZziva paralelnich metod zpracovani nebo
specialnich algoritmil stochastické syntaktické analyzy.

7 SELUKROVA ANALYZA PRO SYNTAKRTICKE
OBRAZY

Diky zavedeni vzdalenosti mezi syntaktickymi obrazy je mozné upravit vétSinu nejznaméjSich
metod shlukové analyzy pro vyuziti ve strukturadlnim ptistupu k rozpoznavani.

Piedpokladame tiidy Q;, i = 1, 2,..., m, reprezentované mnozinami fetézcu:

Q; = {coli, o)zi,..., coni}. Neznamy obraz reprezentovany fetézcem ¢ zaradime do t¥idy €,
jestlize:

wi o) i { i ot o)

i:l,2,...,n/-* Jj=12,...m [:1,2,..4;1_/

Vzdalenost mezi fetézci lze urit napt. na zdkladé Levenshteinovy vzdalenosti, kterou je
mozné vypocitat podle algoritmu dynamického programovani.
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Algoritmus vypoctu Levenshteinovy vzdalenosti

Vstup: Dvafetézce ® =a;az...an; @ =byby...by
Vystup: d(o, @)

» Krok 1: D(0,0)=0

> Krok 2: proi=12..,n
D(G{,0=D((i—-1),0)+1

proj=1,2,..,m
D(O,j)=D(,(-1)) +1

» Krok 3: proi=12..,n; j=1,2,..,m
jestlize a;j = bj, pak:
e1=D(i-1,j-1)
jinak:
e1=D(i-1,j-1)+1
e,=D(i—-1,j))+1
es=D(,j—-1)+1
D(i, j) = min(ey, e, €3)

> Krok4:  d(w, 9)=D(n, m)

Tento algoritmus Ize snadno upravit pro vypocet vahové Levenshteinovy vzdalenosti nebo
vahové metriky.

Klasifikaci na zakladé¢ nejblizsiho souseda (NN) Ize zobecnit na kNN:

xR~ o~ ~j
oznacime: €2, —{a)l,coz,..., 10 }

Mnozinu €, i = 1, 2,..., m pfeuspofadame tak, Ze plati:
pokud k<I pak d(@,p)<d(@, )
Neznamy fetézec @ pak zatadime do tridy Q= pokud:

K K
Sl o)= i {32l o)
J=

i=1,2,...m | “
J=1

Jednoduchy shlukovaci algoritmus
Vstup:

% Mnozina vzorkd Q = {®;, wy,..., On}
¢ Prahova konstanta t
Vystup:

R/

% Rozd¢leni Q do m shlukd Qg, Qs,..., Qm, M <N, M pifedem nezname, zavisi na t.
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>

>

Krok 1:

Krok 2:

Zatadime o, do Q.
j =1 (pocet zatazenych obrazii)
m = 1 (pocet shluk)

n=1

proj=2,3,..,n

D = i:rlr,]zi,.r.].mizm,ip,ni d(a)'i’ @ )}
jestlize:

v r j*
Di* <t zafadime wj do Qi; @, ., =®;; n.++

Di* >t vytvofime novou tfidu Qmq1, a)l'"+1 =w;; m++;Np=1

Zavedeme tzv. B-metriku pro fetézec ) ve shluku Q; takto:

5 =

L3 d(w). of)
n, o

i

Stiedem shluku Q; je pak takovy fetézec a);* , pro ktery plati:

.= min |51}

=12,

Retézec ). nazgvame reprezentantem shluku ©; a budeme ho znacit A;.

Algoritmus centroidni metody shlukovani

>

Vstup: Mnozina vzorki Q = {1, wy,..., ®n}.

Vystup: Rozd¢leni Q do m shlukd Q4, Qy,..., Q.

Krok 1:

Krok 2:

Krok 3:
Krok 4:

Zvolime m libovolnych prvka z Q jako reprezentanty m shlukt a oznaéime je
Al! A21-'-1 Am-

Pro vSechna i, @; € €, zafadime ; do shluku Q;*, jestlize:
d(Aj*’ @, ) = jzrﬁlz{?m{d(/lj > @, )}

Pro vSechny shluky Qj, j =1, 2,..., m vypoc¢teme nové reprezentanty shlukll A;

Jestlize nedoslo ke zméné zadného reprezentanta Aj, j = 1, 2,..., m,
pak: konec algoritmu,
jinak: pokra¢ujeme bodem 2.

Tyto algoritmy vedou pouze k rozdéleni mnoziny fetézci na shluky reprezentované zase
mnozinami fetézcl, coz umoziuje rozpoznavani pouze pomoci metody template matching.
Abychom mohli pfi rozpoznavani ziskat navic strukturalni popis, je tfeba jednotlivé shluky
reprezentovat gramatikami.

Algoritmus

Vstup:

% Mnozina syntaktickych obrazi Q = {w1, ®y,..., ®n}.

% Neznamy obraz reprezentovany fetézcem .

Vystup:
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++ Klasifikace neznamého obrazu
% Uplny strukturalni popis derivaénim stromem
» Krok 1: Vhodnym shlukovacim algoritmem rozdélime 2 na m shluk Q;, i =1,..., m
={o,®,..0,"}
» Krok 2: Odvodime m gramatik Gy, G,,..., Gn charakterizujici shluky Qi, Q,..., Qm.
» Krok 3: Zkonstruujeme rozSifené gramatiky Gi°, G‘,..., Gn° a odpovidajici
syntaktické analyzatory s opravou chyb.

» Krok 4: Vypocteme v8echny vzdalenosti d(L(G;j), @) pro i =1, 2,..., m a ur¢ime takové
i*, pro které plati:

d(L(G). 9)= min {d(L(G). )}

PR/}

> Krok 5: Retézec ¢ zatadime do tidy Q;x.

Vysledkem neni jen nalezeni minimalni vzdalenosti mezi fetézcem ¢ a jazykem L(Gj) a tedy
klasifikace do téidy €2;*, ale soucasné i nalezeni nejlepsi opravy fetézce ¢ Vv jazyce L(Gix)
a uplny strukturalni popis klasifikovaného obrazu.

Algoritmus pro shlukovdni postupné ziskdavanych syntaktickych obrazii
Vstup:
% Postupné ziskdvame reprezentace neznamych obrazd ve formé fetézcti primitiv
©01002... On,
% Zvoleny parametr: prah t.
Vystup:
s Klasifikace fetézct wj; 1 = 1,2,..., n do m shlukt, véetn¢ ziskani jejich tplnych

strukturalnich popisii a gramatik GY k =1.2,.m charakterizujicich jednotlivé
shluky.

> Krok 1: Na zaklad§ o; zkonstruujeme gramatiku G,® tak, aby {m} < L(G,Y).

> Krok 2: Pro G, zkonstruujeme rozSifenou gramatiku a syntakticky analyzétor
s opravou chyb E;®.

» Krok3: Proi=2,3,...,n najdeme minimalni vzdalenost:
_ e )
D=d(L(G}), @)= min @(LG). o)

n

>>>>>>

(a) Je-li D <t, zafadime w; do shluku Q* a zkonstruujeme gramatiku G;".),:

% Zkonstruujeme rozsifenou gramatiku a syntakticky analyzator s opravou chyb.
«» Polozime Ny=++.

(b) Je-li D > t, zalozime novy shluk Qj+1:
% Zkonstruujeme gramatiku G;9*? na zékladg o

¢ Zkonstruujeme rozsifenou gramatiku a syntakticky analyzator s opravou chyb.
% Polozime: j++; nj=1

Vysledkem shlukovaciho procesu je m shluki, charakterizovanych gramatikami

G(” ,GP . .,Gi:’). Syntaktickou analyzou bez opravy chyb lze ziskat strukturdlni popisy

n,

jednotlivych obrazi reprezentovanych fetézci w;, my,..., ®n.
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Problém volby prahu t zatim zistava nedofeSenou otazkou. Jeho hodnotu lze nékdy urcit
Spomoci trénovaci mnoziny obrazi se znamou klasifikaci. V pfipadé m t¥id

charakterizovanych gramatikami G, G?,....G" by t mélo byt zvoleno tak, aby:

t< min QLGN oY) k=i

,,,,,,

kde @ znaci fetézec, ktery patii do tiidy Q. Pokud tato informace neni dostupna, musime
prah t zvolit experimentalné. Vede-li napt. zvolend hodnota prahu t ke vzniku vétsiho poctu
tfid, nez pozadujeme, je tfeba t zvétSit a naopak.

INPBIRENCE GRAMATIK

Gramatickd inference: Uloha odvozeni gramatiky na zakladé mnoziny vzorki (fetézcti).

zdrojova St={o, ... of  inferenéni _odvozena
gramatika mechanismus gramatika
,»Neznama“

Cilem gramatické inference je odvodit syntaktickd pravidla nezndmé gramatiky na zakladé
kone¢né mnoziny vzorka S; S udanou informaci, zda patii, ¢i nepatii do jazyka generovaného
gramatikou. Trénovaci mnozinu tedy mizeme rozd¢lit na mnozinu prvkd, které do L(G) patii:

S"={w", @",....0n" } o' e L(G);i=1,2,..t"
a mnozinu prvkd, které do L(G) nepatfi:

S= {0)1- 0)2-...,0)t-_} O)i_Q/ L(G); i= 1,2,..t° t+ t+ =t

Mnozina S = {o;", ®,",...,on" } je strukturalné tplna, jestlize kazdé pravidlo z neznamé
zdrojové gramatiky je pouzito pii generovani alespoii jednoho fetézce z S* (tzn. v S jsou
pouzita vSechna pravidla).
Odvozena gramatika G; je kompatibilni S mnoZinou S, jestlize:

0wel(G) VoeS ArpegL(G) Vope§
Neexistuje obecnd metoda, kterda by umoziovala na zdklad€ zadané trénovaci mnoZiny
automaticky odvodit gramatiku, ktera by byla vhodnou aproximaci gramatiky hledané. Reseni
ulohy gramatické inference je navic obvykle nejednoznacné.

8.1 Inference regularnich gramatik

Budeme vychazet z téchto predpokladu:
Odvozené gramatika je regularni

L 4

Mnozina S; je kone¢na

L 4

Mnozina S* je strukturalng Giplna

L 4

Pro odvozenou gramatiku by mélo platit: S* < L(G), S < L(_G)
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Algoritmus inference kanonické reguldrni gramatiky
Vstup: St= {1, 2, ..., o}
Vystup: Regularni gramatika G; = (Vnc, Ve, Pc, S) V kanonické formé.

> Krok 1: Najdeme viechny riizné terminalni symboly ze v§ech fetézci o € S* a jejich
mnozinu oznac¢ime Vc.

> Krok 2: Pro kazdy fetézec o; = a1, aiz,..., ain, i € S', piidame do Pc pravidla:
S—ai1lin Zin—> a2 Zip ... Zin2—>ain1Zin1 Zin1—> in
kde kazdé Z;;; j=1, 2,..., n-1 piedstavuje novy neterminalni symbol Z;; €Vyc

Pi. 8.1. G=(Vn, VT, P, S)
Vn={S, A B, C}

V1 ={a, b}
P: S—>aA A—>a B—-b C—>aB
S—>bB A—>aS B—->bS C—o>bA
A—->bC B—aC
_’

S* = {abab, bbaa, baba, aabb, aa}
Ziskana kanonické regularni gramatika vypada takto:
GC = (VNCI VTC1 PC! S)

Ve ={a, b}

Vne ={S, Z11, Z12, Z13, Z21, Z22, Z23, Z31, Z32, Z33, Za1, Za2, Za3, Zs1}

Pc:
S—aZn Z11—>bZp Zio —>aZs Zizs—b
S—>bZy Zyn —> b Zy Zyp —>aly Zy—a
S—>bZsy Z31 —> als Z3 —> b Z33 Z3z— a
S—>a Z41 Z41 —a Z42 Z42 —b Z43 Z43 —>b
S—»alZs Zs1 —> a
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Gc popisuje jiny jazyk L(Gc) < L(G). Snadné odvozeni kanonické gramatiky je vyvazeno
ptili§ velkym poctem netermindlnich symboli a pravidel. Nékteré neterminalni symboly
jsou totiZ ekvivalentni. Problém je v tom, Ze nevime které.

Nasim cilem je nalézt skupiny takovych vzdjemné ekvivalentnich symbolil, protoze takové
skupiny odpovidaji neterminalnim symbolim neznamé zdrojové gramatiky a muzeme je
potom nahradit jednotlivymi netermindlnimi symboly a vyrazn¢ tak redukovat ptilisny pocet
neterminalnich symbolt a pravidel gramatiky.

Jeden z moznych rozkladd Vc:
Vno = {(S, Za2, Z42), (Za1, Z23, Z33, Za1, Zs1), (Z13, Z21, Z31, Z43), (Z12, Z22) } = {Bo, B1, B2, B3}

Jinymi slovy: Nasim cilem je nalézt takovou relaci ekvivalence na mnoziné Vyc, ktera ji
rozdéli do r+1 disjunktnich podmnozin B; tak, aby platilo:

BinB«=0 jzk A [JB, =V, j,k=0,1..,r SeB
j=0
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Definice: Odvozend gramatika
Gp = (Vnp, V10, Pp, Bo) je gramatika ziskana z G¢ témito kroky.
» V=V
» Vnp odpovida disjunktnim podmnozinam vzniklym z Ve
» Bo odpovida té podmnoziné vzniklé rozkladem Vg, ktera obsahuje S
» Pp je ur¢ena takto:
% jestlize Zy, Zg € Ve, @ € V1D
Z,—>alg €Pc
Z, e B a ZgeB;
potom do Pp piidame pravidlo B — a B;
% jestlize Z, € Vne, @ € Vb
Zo,—>a ePc
Z, € B
potom do Pp ptidame pravidlo B; — a

Kdybychom zvolili vy$e uvedeny rozklad Ve z pi. 8.1., pak by Pp vypadalo takto:
By —> aB; B;—>a B—>b B; > aB;
Bo—)sz B: —»> aBg Bz—)bBo B3—)bB1
B, —> b Bs B, > aBj

V tomto piipadé¢ je Gp ekvivalentni s plivodni gramatikou G.

Véta: M¢cjme:
% Regularni zdrojovou gramatiku G.
% S* < L(G) je strukturalné Gplna.

X/

. . ’ y, ’ . ’ r +
¢ Gc je kanonickd reguldrni gramatika ziskand z S™.

X/

Existuje odvozena gramatika Gp vznikla takovym rozkladem Vyne, Ze Gp je
ekvivalentni s G.

Véta: Mé&me Gp odvozenou gramatiku z G¢ vzniklé na zékladé S*. Potom plati: S* < L(Gp)

Otéazkou zlistava, jak zvolit rozklad Vc.
Jestlize | Vne | = k+1, pak existuje Ey+1 riznych rozkladi Ve, kde:
k (k
Eo=1, E, = Z[ J E,
=0\ J

Minimélné jedna z Ex+; moznych Gp splituje podminku S* — L(Gp), S = L(Gp), nebot
jednim z rozklad je 1 Ge.

Obvykle vsak existuje vice odvozenych gramatik, které tuto podminku spliuji. Vycerpavajici
prohledavani vSech moznosti je prakticky nemozné, nebot’ Ex+1 rychle nartsta s rostoucim K.
Proto se vyuziva specidlnich postuptli, které se zamétuji na vyhledavani pouze nékterych
rozkladi.

Jednou z moznosti je odvozeni kanonické regularni gramatiky formalnich derivaci Gep.
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Formalni derivace mnoziny fetézcli A pro symbol a, a € Vr je definovano takto:

D, A=A
DiA={o| awe A o e Vi*}

Algoritmus inference kanonické gramatiky formdlnich derivaci

Vstup: Mnozina fetézca S*
Vystup: Gramatika Gcp

» Krok 1: Vytvofime mnozinu U = {Uy, U,,..., Ut} riznych formalnich derivaci z SY,

které nejsou rovné A ¢i Q.

Pfitom U; = D, St=g"

» Krok 2: Startovaci symbol S = U,
>
» Krok4: Vy=U
>
Ui—aU;, pokudD,U;=U;
U—a, pokud D, U; = {A\.}

Pr. 8.2.

w7 v e e e o v v o 7 e v +
Krok 3: Ur¢ime mnozinu terminalnich symboli Vrcp Z fetézct trénovaci mnoziny S

Krok 5: Do mnoziny pravidel pro v§echna a € V1; U;, U; € Vy pravidla:

S* = {abab, baba, aaabba, bbabab, aaabab, bbbaba}

Kanonicka gramatika by obsahovala 27 neterminalnich symbolt. Zkonstruujeme kanonickou

gramatiku formalnich derivaci Gep.
» Krok 1:
Dx S+ = S+ = U1
D, U; = {bab, aabba, aabab} = U,
Dy U; = {aba, babab, bbaba} = U;
D, U, = {abba, abab} = U,
Dp Uy = {ab} =Us
DUz = {ba} = Usg
Dy U3 = {abab, baba} = Uy
Da Uy = {bba, bab} = Ug
DyUs=0
Da Us = {b} = Ug
DyUs=0
Da Us =0
Dy Ug= {a} = Uy
D, U;= {bab} =Up

@...nelze derivovat
{A}...dosli jsme na konec fetézce
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Db U, = {aba} = U
Da U3: %]

D, Ug= {ba, ab} =Uj;
Da U9: %]

Dp Ug={A}

Da Uio= {1}
DpUp=0
D,Upn=0

Dp Uy = {ab} =Us
Dy U= {ba} =Usg
DpUp=0

D, U;3= {b} = Ug
Dp Uiz ={a} = Uso



» Krok2: S=U;

» Krok 3: Vy={a, b}

» Krok 4: Vy={Uy, Uy,..., Uiz}

» Krok 5:
U —al, Us—aUg Us—b
U; > bU; Us = aUg Upg—a
U, > aUy Us — b Uy Uir > b Us
U,—>bUs U —>aUp U, > aUs
U; > aUg U; > bUjp Uiz > alUg
Us; > bU; Ug > b Uy Uiz > b Uqp

Kanonickd regularni gramatika formalnich derivaci obsahuje pouze 13 neterminélnich
o . Ja e +
symboli a generuje prav€ mnozinu S".

Obrazy strukturalné velmi podobné obraztim S jsou syntaktickou analyzou podle kanonické
gramatiky odmitdny. ProtoZe syntaktickd analyza s opravou chyb je ¢asové velmi naro¢na, je
zadouci, aby vytvofena gramatika do jisté miry ,,zobectiovala® strukturu obrazii z S”.

Toho je mozné dosdhnout napt. pomoci gramatické inference zaloZené na ,,k-koncich“
Fetézcu z kanonické gramatiky formalnich derivaci.

Necht ® = a; a ... a, je fetézec a € V1, i = 1,..., n. MnoZina ,,k-koncu* Fetézci mnoZiny S*
vzhledem K fetézci o je urCena vztahem:

9(o, S" K ={¢|p € Du S" | @[ <k}
Uvazujme dv€ rizné mnoziny U; a U;j z gramatiky formalnich derivaci Gep, pro které plati:
U=D,S" U, :D«,/_S+

kde @i, 9; € V1*. O mnozinach U; a U; fekneme, zZe jsou ,,k-koncové“ ekvivalentni, plati-li:
9(ei, S™, k) = 9(¢;, S*, k)

S pomoci takto zavedené relace ekvivalence je mozné z kanonické gramatiky formalnich
derivaci ziskat tzv. odvozenou gramatiku Gpy. K dispozici vSak neni Zadna vhodna metoda
pro volbu k.
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Pri. 8.3. Pokracujeme v ptiklad¢ 8.2.

Riizné mnoziny , k-konct* fetézcti S™:

k=5 k=3 k=2 k=1

U, {abab, baba} 0 0 0

U, {bab, aabba, aabab} {bab} 0 0

Us {aba, babab, bbaba } {aba} 0 0

Uy {abab, abba} 0 0 0

Us {ab} {ab} {ab} 0

Us {ba} {ba} {ba} 0

U {abab, baba} 0 0 0

Us {bba, bab} {bba, bab} 0 0

Ug {b} {b} {o} {b}

U1o {a} {a} {a} {a}

Un {bab} {bab} 0 0

U {aba} {aba} 0 0

U3 {ba, ab} {ba, ab} {ba, ab} 0
Ziskame nasledujici tfidy ekvivalence: podet tid:
k=5:  {Uy, U7}, {U.}, {Us}...., {Ue}, {Us}...., {U13} 12
k=3: {Uz Uu}, {Us, U}, {U1, Us, U7}, {Us}, {Use}, {Us}, {Uo}, {U1o}, {Uz} 9
k=2: {U1, Uy, Us, Usg, Uy, Ug, Ugg, Ui}, {Us}, {Us}, {Ug}, {U10}, {U13} 6
k=1: { Uy, Uz Us, Uy, Us, Us, U7, Ug, Uy, Uiz, Uz}, {Ue}, {U1o} 3

U —>al,
Ui > b Uz
U,—>alU;
U,—>bUs
Us; —> aUg
Us; > bU;

k=2:
U —-au;

U1—)bU1

U1—)bU5

U, —>aUg

U, —alUg
Ul—)bUQ
U6—>bU10

Ug—) b U13

Ul—)bU9
Us—)bUlo

Ul—) b U13

Ug—)b

Ug—a

Uiz —>alUg
U13 - b UlO

Ug—)b

U10—>a

Uiz —>alUg
U13 - b UlO
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