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1 MODELOVANI SYSTEMU 2. RADU

1 Modelovani systémi 2. radu

K popisu systémti mame v kybernetice k dispozici fadu moznosti, se kterymi se seznamite pozdéji.
Cilem tohoto textu je konfrontace pojmi, se kterymi se budete setkédvat v matematice a v kyberne-
tice, a které popisuji stejnou véc.

Jako priklad je popis systému diferencialni rovnici

y'(t) +a-y'(t) +b-yt) =ut) (1.1)
kde y(t) je tzv. vystup ze systému, u(t) je tzv. vstup do systému, t je ¢as, a, b jsou parametry
systému.

Pripadné stejny systém popsén stavovym popisem, coZ je v matematice nazyvino soustava dife-

rencialnich rovnic 1.radu
[ ?1 ] [ : 1 } [ xl ] [ X ] !
To -b —a To 1 (1.2)

A nebo dalsi zptisob, nazyvany obrazovy prenos.

1

Flp)= ————
) p?P+ap+b

(1.3)
Vsechny zptsoby popisuji to samé (napf. RLC obvod, matematické kyvadlo, zavazi na pruzing).
V pripadé kyvadla by signal y = hel, y’ = rychlost, y” = zrychlen. ReSenfm rovnic (1.1), (1.2), (1.3)
je funkce y(t), tj. funkce popisujici prubéh thlu ¢ pro cas t.
Je dulezité mit predstavu o tom, jak se systém chova aniZ bychom museli feSit diferencialni

rovnice, provadét simulace ¢i experimenty. I proto se urcuji kofeny charakteristické rovnice (1.1),
vlastni ¢isla matice z (1.2) nebo poly prenosu (1.3). Ackoli se nazyvaji rtizné, jedné se o stejna ¢isla.

Charakteristicky polynom
Pfi uréovani charakteristického polynomu vyjdeme z diferencialni rovnice bez pravé strany, tj. pou-
zijeme rovnici (1.1) s u(t) = 0.

y”+a-y’+b-y:O

Derivaci nahradime mocninou, proménnou y za A

2 a1 0
N+a-A+0Db )\1 0 (1.4)
tj.
Mia-A+b=0 (1.5)
Vlastni ¢isla matice
0 1 2
A= b | T det(\I —A)=X"+a-A+b (1.6)
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Po6ly prenosu
P4+a-p+b=0 (1.7)

Na zakladé kofenti / vlastnich ¢isel / polu budeme znat chovani systému bez nutnosti feSeni
diferencidlni rovnice. Je v8ak dobré védét, Ze védomost o chovani systému z pouhé znalosti kofent
/ vlastnich ¢isel / pola plyne z feSeni diferencialni rovnice.



2 RESENI DIFERENCIALNI ROVNICE

2 Reseni diferenciadlni rovnice
Vypocet FeSeni rovnice (1.1) ¥ +a-y' + b-y = u je rozdélen do ¢asti:

A) yg(t) — odezva na pocateéni podminky (tj. odezva na minulé vstupy), v matematice nazyvano
homogenni feSeni, popisuje vlastni dynamiku systému

B) yp(t) — odezva na vstup, v matematice partikularni feseni (pokud je vstup u(t) nulovy tento
krok odpada, tj. y, = 0)

C) y(t) — celé FeSeni je soucet y(t) = yu(t) + yp(t)

D) pouziti nejcastéji poc¢atecnich podminek y(0) = yo, y'(0) = y{,, okrajovych podminek apod.
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A) Odezva na pocate¢ni podminky
Derivaci nahradime mocninou, proménnou y za A
Mia-A+b=0

potom pro systém 2. fadu mohou nastat nasledujici varianty chovani

varianta i: \;, Ao € R a A\; # Ay (@ = A1 + A\, b= A1 - \2) = nekmitava odezva

yr(t) = CreM' 4 Cope™? (2.1)

varianta ii: A = A\; = X2, A € R (a = 2\, b = \?) = nekmitava odezva

yH(t) = Clekt + Cy teAt (2.2)

varianta iii: \j o = a£if (a =2a, ¢=a?+ %) = kmitava odezva

ya(t) = CreletiB)t 4 Chela—ib)t

= e (Cysin(Bt) + Cycos(Bt)) (23)

Ve v8ech variantach C7 a C3 jsou konstanty, které jsou uréeny z pocéatecénich podminek.

Dtlezitou vlastnosti, které ovliviiuje chovani celého systému, jsou znaménka realnych ¢asti ko-
fent, tj. Re(A1), Re()A2), resp. Re(A), resp. Re(w). Pokud jsou realné ¢asti vSech kofenti zaporné,
fekneme, Ze systém je stabilni.

Pokud si spoc¢itame limitu yg pro t — oo, zjistime Ze plati nasledujici

varianta i: A\ <0 =X 1 = — A1/ a A2 < 0= Ay = — |\g]
: — 1 —|)\1|t —|)\2‘t —
tliglo v (t) tlg& (C’l e + Cae ) 0 (2.4)
—0 —0
varianta ii: A < 0=\ = —|}|

t
. T ,‘)\|t _
tllglo yu(t) = tll)rgo Cre + Co | = 0 (2.5)
—0
—0
varianta iii « < 0 = a = — |¢]
. T —|aft : —
tlgglo yu(t) = tlg?o (e 0 (Cyrsin(Bt) + Cacos(f t))) =0 (2.6)
—

kde a odpovidé tlumeni systému, S vlastni frekvenci kmitani.
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7 matematického hlediska bychom fekli, Ze funkce pro ¢ rostouci do nekoneéna konverguje.
V kybernetice fikdme, Ze systém je stabilni.

A naopak systém je nestabilni (FeSeni yg(t) diverguje) v piipadé, Ze kofeny jsou:

varianta i: \; > 0, Ay <0 nebo Ay <0, Aa >0nebo A; >0, Ao >0

: . A1t Aot __
tli>r30 yu(t) = tlgIOlo (Cle + Cse ) =00 (2.7)
varianta ii: A > 0
. L At At) _
tliglo yu(t) = tli)rgo (C’le + Cate ) =00 (2.8)
varianta iii o > 0
. BERT at . .
tlggo yu(t) = tlggo <e (Cisin(Bt) + Cacos(B t))) =00 (2.9)
—00

Nakonec uvedme systém tzv. na mezi stability, z matematického hlediska bychom Fekli, Ze funkce
pro t rostouci do nekone¢na nekonverguje.
varianta iii a =0
lim yp(t) = tlim (Cysin(fBt) + Cycos(Bt)) (2.10)
—00

t—o00

Vysledkem je kmitavy charakter se stale stejnou amplitudou. Systém je bez tlumeni.
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B) Odezva na vstup

V piipadé, Ze vstup u(t) neni nulovy, tj. jedna se diferencialni rovnici s pravou stranou, jsou v zasadé
dva zpusobu nalezeni odezvy na vstup (nalezeni partikularniho feseni)

(i) variance konstant

(ii) odhad pravé strany

Odhad pravé strany Vlastnosti systémil je snaha ,kopirovat” vstupni signal (pravou stranu).
Ovsem toto kopirovéni se plné projevi aZ poté, co prestane prevladat odezva na pocateéni podminku.

Odhad pravé strany je vhodny pouze pro nékteré typy vstupi, napi: konstanta, sinus, kosi-
nus, polynom, exponencidla. Odhadované partikularni feseni je pak FeSenim diferencidlni rovnice,
proto musi této rovnici vyhovovat, ¢ili musime stanovit y5» a y% a spolu s odhadem yp dosadit do
diferencialni rovnice.

V kybernetice nékteré z téchto signalti pouzivame pro poznani chovani systému, ¢ pro tzv.
identifikaci'. Mezi, v kybernetice, ¢asto pouzivané vstupy patif: jednotkovy skok, Diraciiv impuls a
sinusovy signal.

Jednotkovy skok (v matematice konstanta) Také Heavisideova funkce je nespojité funkee.

u(t) = A prot>0

. - 2.11
= 0 jinak ( )
Oznaceni jednotkovy skok je informativni, nebot velikost skoku muze byt rizna (ve funkei (2.11)
oznaceno A). V kybernetice mluvime o odezvé na jednotkovy skok, ¢ili o pfechodové charakteristice
¢i prechodové funkci.

Odhad pravé strany pro vstupni signal rovny jednotkovému skoku Odezvu na vstup

(partikularni feseni) volime ve tvaru:
yp = K (2.12)

kde K je konstanta, kterou pot¥ebujeme uréit, tj. y» = 0 a y% = 0. Odtud po dosazeni (2.12) do
(1.1) a za pfedpokladu, Ze u(t) = A, dostaneme:

/! /
yp+a-yp+b-yp=A
O+a-0+b-K=A (2.13)

potom

(2.14)

A
=K =—
yp b

dentifikace, v piipadé systému popsaného rovnici (1.1), znamena stanoveni neznamych koeficientt a, b.
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Sinusovy signal Sinusovy signal se v kybernetice pouziva k ziskani bodu frekvenéni charakteristiky:.

0 = fen 20 o
Odezvu na vstup (partikularni feSeni) volime ve tvaru:
yp = Agsin(wt + ) (2.16)
nebo
yp = By sin(wt) + B cos(wt) (2.17)

Diractiv impuls Diractiv impuls nabyva nenulové hodnoty v jediném bodé ¢ = 0, v tomto bodé
nabyva nekonecné hodnoty. Integrél této funkce je roven jedné. Diractv impuls neni realizovatelny,
proto se pouziva aproximace

u(t) =

1
&€
= 0 jinak (2.18)

kde ¢ je zvoleny parametr o malé hodnoté.

V tomto piipadé neni FeSeni uplné jednoduché a snaze se hledé za pomoci prenosu (1.3) a znalosti,
ze v Laplaceovych proménnych pro vystup plati:

Y(p) =F(p)-Ulp) (2.19)
2

y(t) = L7 (F(p)) (2.20)

Druhé moZnost je pouZit odezvu na jednotkovy skok, nebot odezva na Diractv impuls je derivaci
odezvy na jednotkovy skok. V kybernetice mluvime o odezvé na jednotkovy impuls, ¢ili o impulsni
charakteristice ¢i impulsni funkci.

2Laplaceova transformace pro znamé funkee je v tabulkach
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D) Pouziti poéateénich podminek

Vyjdeme z celého feseni y(t) = yg(t) +yp(t). Napf. pro dva razné koreny (2.1) a konstantni pravou
stranu (2.14) je celé feSeni:

y(t) = CreM i+ G2t 4 (2.21)

{=1>

odezva na poééteén{ podmfnky p
odezva na konstantni vstup

kde neznamé konstanty C; a Cy ur¢ime z po¢ate¢nich podminek y(0) = yo a /(0) = y;. Do rovnice
fedeni (2.21) dosadime t = 0 a y(0) = yo. Dale spocitame derivaci y/(t) = d%—g) = MCOreMt +

)\QCQGAQ.t.

Yo = MC1eM0 4 \pCoer2?

IEAR o

(2.22)

nebo-li

Odtud jsou

0y = BT
' M=do (2.24)
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3 Ukazka feSeni ¢. 1

y' +3y +2y=6, y(0)=-54(0)=0 (3.1)
A) Odezva na minulé vstupy
MA43N+2=0 (3.2)
Kofeny této rovnice jsou: A\ = —1 a Ay = —2. Systém je nekmitavy a stabilni (konvergentni).
yu(t) = Cre " + Coe (3.3)
B) Odezva vstup
Volime ji
yp(t) =K (3.4)

kde K je konstanta, kterou pot¥ebujeme ur¢it, tj. yp» = 0 a y%, = 0. Odtud po dosazeni dostaneme:

potom

C) Celé reseni

D) Pocateéni podminky

feSenf je C1 = —16 a Cy = 8

Vysledné reseni

Yp+3-yp+2-yp =06
0+3-0+2-K=6

y(t) = Cre '+ Coe 2 +3

-5 = C14+0Cy+3
0 = —-C1—-20

y(t) = —16e~" +8e 2 +3

(3.5)

(3.6)
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Odezva na skok, ult)=6

Zadéani ve wolframalpha.com
y’>? + 3y’ +2y=26, y(0)=-5, y’(0)=0
V ¢asech t € (0;5) prevlada vliv samotného systému, ktery je dan homogennim fesSenim: y(t) =

Cret 4 Cye™2t. Vstupni signal v téchto ¢asech vysledek samoziejmé ovliviiuje, ale ne tolik. Od ¢asu
t > 5 jiz prevladé odezva na vstupni signal.

10
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4 Ukazka teSeni ¢. 2

v’ + 3y + 2y =6sin(4t), y(0)=-5,4(0)=0 (4.1)

Stejna rovnice, stejnd odezva na minulé vstupy (poc¢atecni podminku), jind odezva na vstup.
Postup feSeni je stejny jako predtim, jen trochu delsi. Systém je nekmitavy a stabilni (konver-
gentni).

Vysledné reSeni

2 21 1
_730 —t 323 -2t _ —sin(4t) — —8cos(4t) (42)

t — - -
y(t) 85 ¢ 85 ¢ 85 )~ 85

Odezva na sinus, ut)=6"sinid™)

Kmitéani v tomto grafu neni zptsobeno tim, Ze by systém byl kmitavy! Systém samotny je
nekmitavy. Kmitani je zptsobeno vstupnim signalem u(t) = 6sin(41¢).

Zadani ve wolframalpha.com
y’>? + 3y’ + 2y =6 sin(4 x), y(0)=-5, y’(0)=0
V ¢asech t € (0;5) prevlada vliv samotného systému, ktery je dan homogennim feSenim: y(t) =

Cre~t + Cye™2t. Vstupni signél v téchto ¢asech vysledek samoziejmé ovliviuje, ale ne tolik. Od ¢asu
t > 5 jiz prevladda odezva na vstupni signal.

11
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5 Ukazka reSeni ¢. 3

' +3y +2y=0, y(0)=-5,4(0)=0 (5.1)

Stejna rovnice, stejnd odezva na minulé vstupy (pocateéni podminku), ale bez odezvy na vstup
(bez pravé strany).

A) Odezva na minulé vstupy

M 430 +2=0 (5.2)
Kofeny této rovnice jsou: A\ = —1 a Ay = —2. Systém bude nekmitavy a stabilni.
yH(t) = C’le_t + 026_2t (5.3)

B) Odezva vstup

Prava strana je nulové, tj. odezva na vstup neni piftomna.

C) Celé reSeni

y(t) = Cre™" + Che™ (5.4)
D) Pocateéni podminky
-5 = C1+ 0y
0 = —C1—20 (5:5)
feSeni je C1 = —-10a Cy =5
Vysledné resSeni
y(t) = —10e~t + 5% (5.6)

12



5 UKAZKA RESENI C. 3

Odezva pouze na pocatedni podminku

Zadéani ve wolframalpha.com
y’>? + 3y’ +2y=0, y(0)=-5, y’(0)=0

V tomto piipadé v Casech t € (0;5) prevlada vliv samotného systému, ktery je dan homogennim
fegenim: y(t) = Cre~t + Cye 2L, Vstupni signal v téchto Gasech vysledek samoziejmé ovliviiuje, ale

ne tolik. Od ¢asu ¢t > 5 jiz tento vliv odeznél, proto je hodnota y(t) = 0. Vsimnéte si podobnosti
této kiivky s kifivkou odezvy na skok.

13



6 UKAZKA RESENI C. 4

6 Ukazka feSeni €. 4
y" +0,4y +1,04y =6, y(0)=—5,4'(0)=0 (6.1)

A) Odezva na minulé vstupy

M 40,40+ 1,04 =0 (6.2)
Kofeny této rovnice jsou: \y = —0,2+ 47 a Ay = —0,2 — i. Systém bude kmitavy a stabilni.
yr (t) = e %21 (O sin(t) + Oy cos(t)) (6.3)
B) Odezva vstup
Volime ji
yp(t) =K (6.4)

kde K je konstanta, kterou pot¥ebujeme ur¢it, tj. yp» = 0 a y% = 0. Odtud po dosazeni dostaneme:

yh+0,4-yp+1,04-yp =6

0+0,4-0+1,04-K =6 (65)
potom
6
yp = K = 157 = 57693 (6.6)
C) Celé reseni
y(t) = e 21 (Cy sin(t) + Cocos(t)) + 5, 7693 (6.7)
D) Pocateéni podminky
—5 = e 920 (Cysin(0) + Cycos(0)) + 5, 7693 (6.8)
0 = e 920[(-0,201 — Cy)sin(0) + (—0,2C + C4) cos(0)] '
—5 = Cy+5,7693
0 = —O, 2 Cl + CQ <6.9)
feSeni je C1 = —10,7692 a Cy = —2,1539
Vysledné reSeni
y(t) = e %21 (=10, 7692sin(t) — 2, 1539 cos(t)) + 5, 7693 (6.10)

14



6 UKAZKA RESENI C. 4

Odezva na skok, ult)=6

Zadéani ve wolframalpha.com
Y’ + 0.4 y’+ 1.04 y = 6, y(0)=-5, y’(0)=0
V ¢asech t € (0;30) prevlada vliv samotného systému, ktery je dan homogennim fesenim: y(t) =

e~02t (Cy sin(t) + Cy cos(t)). Vstupni signal v téchto ¢asech vysledek samoziejmé ovliviiuje, ale ne
tolik. Od ¢asu t > 30 jiz prevlada odezva na vstupni signal.

15
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7 Ukazka treSeni €. 5
y" +0,4y + 1,04y = 6sin(4t), y(0)=—5,4(0)=0 (7.1)
Stejna rovnice, stejnd odezva na minulé vstupy (poc¢atecni podminku), jind odezva na vstup.
Postup feseni je stejny jako predtim, jen delsi. Systém bude kmitavy a stabilni.
Vysledné resSeni

y(t) = e 921(0,5946 sin(t) — 4,9576 cos(t)) —

—0, 3965 sin?(¢) sin(4t) — 0, 0424 cos(4t) — 0.3965 sin(4t) cos?(t) (72)

Odezva na sinus, ult)=E"sin(4™)

] 10 14 20 25 30 34 40

Zadéani ve wolframalpha.com
y’?> + 0.4 y’>+ 1.04 y = 6 sin(4 x), y(0)=-5, y’(0)=0
V ¢asech t € (0;30) prevlada vliv samotného systému, ktery je dan homogennim fesenim: y(t) =

e~02t (Cy sin(t) + Cq cos(t)). Vstupni signal v téchto ¢asech vysledek samoziejmé ovliviiuje, ale ne
tolik. Od casu t > 30 jiz prevlada odezva na vstupni signal.

16



8 UKAZKA RESENI C. 6

8 Ukazka feSeni ¢. 6

y// +

0,4y + 1,04y =0, y(0) =—5,4'(0)=0

A) Odezva na minulé vstupy

Kofeny této rovnice jsou: \y = —0,2+ 47 a Ay = —0,2 — i. Systém bude kmitavy a stabilni.

B) Odezva vstup

Nulové pravé strana proto neni odezva na vstup, tj. neni partikularni feSeni.

C) Celé reseni

D) Poc&ateéni podminky

-5 = 0

0 = e 920[(~0,201 — Cy)sin(0) + (—0,2C + C1) cos(0)]

feSenf je C1 = —-1a (Cy=—5

Vysledné reSeni

AN 40,42 +1,04=0

yu(t) = e %2t (Cy sin(t) + Cy cos(t))

y(t) = e 2 (Cy sin(t) + Co cos(t))

20 (Cy sin(0) + C3 cos(0))

-5 = (Cy
0 = —0,2C1+Cy

y(t) = e %2t (—sin(t) — 5cos(t))

17

(8.2)

(8.3)



8 UKAZKA RESENI C. 6

Odezva pouze na pocatedni podminku

5 10 14 20 25 30 34 40

Zadéani ve wolframalpha.com
y?? + 0.4 y’+ 1.04 y = 0, y(0)=-5, y’(0)=0
V tomto ptipadé v ¢asech t € (0; 30) prevlada vliv samotného systému, ktery je dan homogennim

fesenim: y(t) = e~%2t (C sin(t) + Oy cos(t)). Od &asu t > 30 jiz tento vliv odeznél, proto je hodnota
y(t) = 0. Vsimnéte si podobnosti této kiivky s kiivkou odezvy na skok.

18



9 UKAZKA RESENI C. 7

9 Ukazka feSeni ¢. 7

v +2y +y=6, y(0)=-57y(0)=0

Systém bude nekmitavy a stabilni.

Cidezva

Y 2 4 6 g8 10
Cas

19



10 UKAZKA RESENI C. 8

10 Ukazka reSeni ¢. 8

y' +2y +y=6sin(4t), y(0)=-5y(0)=0 (10.1)

Systém bude nekmitavy a stabilni.

Cidezva
1 T T T T T
U_.
T P P PP .
S P |
T P PP i
) B ST ................. ................. s SO -
5 i i 1 1 1
0 5 10 15 20 25 a0
cas

20



11 UKAZKA RESENI C. 9

11 Ukazka feSeni ¢. 9
y' +y=0, y(0)=-57(0)=0 (11.1)

Systém bude nekmitavy a stabilni.

Cidezva

6 T T T T

4_ ............................................................................................. -
2_ ............................................................................................ -
0_ .......................................................................................... |
B e S e e S S NETITET i
g ................... ................... SRS T S
R i i I I

0 10 20 an 40 50

cas

21



12 POROVNANI POJMU - KYBERNETIKA VS. MATEMATIKA

12 Porovnani pojmi — kybernetika vs. matematika

kybernetika

matematika

trajektorie

feseni diferencialni rovnice (s pocateénimi
podminkami)

stabilita systému

konvergence feSeni diferencialni rovnice

nestabilita systému

divergence FeSeni diferenciilni rovnice

odezva systému na pocateéni podminky
(na minulé vstupy)

homogenni feSeni

odezva systému vstup

partikularni FeSeni

vnitini (stavovy) popis

soustava diferencidlnich rovnic 1.radu

kofeny charakteristické rovnice / vlastni
¢isla matice / poly pfenosu

kofeny charakteristické rovnice

systém 2.fadu

diferencialni rovnice 2. fadu (stupné)

22




13 POSTUP PRI URCOVANI CHOVANI SYSTEMU A PRI RESENI DIFERENCIALNI
ROVNICE

13 Postup pri urcovani chovani systémi a pri reSeni diferencialni
rovnice

Uvedeny postup pouziviame, pokud se chceme dozvédét, jak se systém popsany diferencidlni rovnici
chova. Muzeme se pokusit najit feSeni diferencialni rovnice.

Budeme uvaZovat systém popsany diferencialni rovnici (1.1) s pravou stranou:
/! / .
y' +a-y +b-y=u(t)

a systém popsany diferencialni rovnici (1.1) bez pravé strany, tj. u(t) = 0 (v tomto piipadé byva
zadana pocatecni podminka y(0)).
y"+a-y'+b-y:0

1. NapiSeme charakteristicky polynom z rovnice (1.5), bez ohledu na pravou stranu:
M+al+b=0
a ur¢ime kofeny tohoto polynomu.
2. Podle toho, zda jsou kofeny redlné nebo komplexni budeme dale postupovat
(a) kofeny realné, dif. rovnice s pravou stranou u(t) — systém nekmitavy — pouZijeme

postup u ukazky feseni ¢. 1 (kapitola 3)

(b) kofeny realné, dif. rovnice bez pravé strany (u(t) = 0) — systém nekmitavy — pouZijeme
postup u ukazky feseni ¢. 3 (kapitola 5)

(c) kofeny komplexné sdruzené, dif. rovnice s pravou stranou u(t) — systém kmitavy —
pouZijeme postup u ukazky FeSeni ¢. 4 (kapitola 6)

(d) kofeny komplexné sdruZené, dif. rovnice bez pravé strany (u(t) = 0) — systém kmitavy
— pouzijeme postup u ukazky feseni ¢. 6 (kapitola 8)
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