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Referat

Uvazujte matematicky model popisujici chovani hmotného télesa na pruziné dle obré-
zku 1. Jedné se o tlumené kmity harmonického oscilatoru, kde celkova sila, ktera piisobi
na kmitajici téleso je dana:

?celkova = ?pruziny + ?odporova (1)
Celkova sila ?celkom je dle Newtonova zékona déna vztahem:
?celkova =m-a (2)

kde m je hmotnost hmotného bodu, zrychleni a = % = % [m-s72]. Odporova sila ?Odpomm

je imérna rychlosti pohybu v, jen piisobi v opa¢ném sméru:
Fodporona = =7 (3)
kde rychlost v = % [m - s71]. Sila, kterou piisobi pruZina na hmotny bod, je dana:
Fyrusiny = —k -y (4)

kde k je tuhost pruziny, y poloha hmotného bodu.

Obrazek 1: Kmitani hmotného bodu na pruziné

Odtud po dosazeni (2), (3) a (4) do rovnice (1) vznikne tzv. diferencialni rovnice druhého
stupné (fadu). Tato rovnice popisuje chovani hmotného bodu na pruziné a s jeji pomoci
popisujeme tzv. systém druhého rfadu. V podstaté se jedna o vyjadreni rovnovahy mezi
polohou y(t), rychlosti v(t) a zrychlenim a(t).
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kde b je koeficient ttlumu (b = =) a wy je Ghlové frekvence netlumenych kmitt (wp = 4/ £).



Z fyzikalniho principu se poloha hmotného bodu y(t) méni v case a to dle funkce sin.
Poloha hmotného bodu (na obrazku vyzna¢ena modrou ¢arou) se také nazyva trajektorie
systému. Z matematického hlediska se jedné o feseni diferencialni rovnice (6).

Na obrazku 2 je vykreslena poloha hmotného bodu pro situaci, kdy sila ?odpomm =0
je rovna nule. Jedna se o netlumené kmity, ¢ili koeficient atlumu je b = 5~ = 0.

Obrazek 2: Netlumené kmity - poloha hmotného bodu

Zmeéna polohy hmotného bodu netlumeného kmitani je dané vztahem:
Y(t) = Ymaz - Sin(wot + @) (7)

nebo ve tvaru:
y(t) = Cy sin(wot) + Cs cos(wpt) (8)

kde wy je uhlova frekvence netlumenych kmiti, ¥ = +/C? + C3 je maximalni vychylka
v Case t = 0, p = arctg g—f, C1 a (Y5 jsou realné konstanty dané pocateénimi podminkami.

Na dalsim obrazku 3 je znézornéna poloha hmotného bodu pro tlumené kmitéani, tj.
koeficient utlumu je b # 0 a tedy F oaporova 7 0.

Obréazek 3: Tlumené kmity - poloha hmotného bodu



Jak je vidét z obrazku 3, lze zménu polohy hmotného bodu popsat vztahem:

y(t) = Ymaz ° e - Sin("dt + 90) (9)

nebo ve tvaru:

y(t) = e - (Cy sin(wt) + Cy cos(wt)) (10)

kde w = /w3 — b? je uhlova frekvence tlumenych kmiti. Ostatni proménné maji stejny
vyznam jako u netlumenych kmiti vyse, ¢ili ymnee = /C? + C7 je maximéalni vychylka
v Case t = 0, p = arctg %, C1 a (s jsou redlné konstanty dané poc¢atecénimi podminkami.

Rozdil mezi tlumenym a netlumenym kmitdnim je v amplitudé a v uhlové frekvenci.
Pii netlumeném kmitani (obrazek 2) je amplituda kmitavého pohybu rovna y,,., a ihlova
frekvence wy. V pripadé tlumeného kmiténi (obrazek 3) je amplituda kmitani proménna
v ¢ase a je Tovha Ymas - € a thlova frekvence w = Vwd — b2

Vztahy (9), resp. (10) jsou, z matematického hlediska, feSenim diferencialni rovnice (6)
a predstavuji funkei polohy hmotného hodu y (t) v case t[s|. Zaporné hodnoty y < 0
odpovidaji situaci, kdy se pruzina napiné a naopak pro y > 0 se pruzina smrstuje. Rychlost
pohybu hmotného bodu dostaneme derivaci:
dy(t) d

v(t) = 5 @ (e7" - (Cy sin(wt) + Cs cos(wt))) (11)

kde za y(t) dosadime vztah (9), resp. (10). Zrychleni je pak druhé derivace polohy:

dyt) &

a(t) = e (e7" - (Cy sin(wt) 4+ C cos(wt))) (12)

ptipadné derivace rychlosti:

a(t) = dz{;it) = % (% (e7% - (Cy sin(wt) + Cy cos(wt)))) (13)



Ukoly

1. Stanovte polohu hmotného hodu dle rovnice (10), kam dosad'te za b a w = \/wg — b?
dle zadani. Hodnoty C; a Cs jsou libovolné, readlné konstanty, prozatim neznéamé.

2. Urcete rychlost pohybujiciho se hmotného bodu jako derivaci polohy ze vztahu (10).

_ dy(t) d (e*bt - (Cy sin(wt) 4+ Cy Cos(wt)))

vit) = =g = dt (14)

Hodnoty C4 a Cs jsou konstanty, prozatim neznéamé.

3. Urcete konstanty C; a (5. Tyto konstanty zohlediuji pocateéni podminky pohybu-
jiciho se hmotného budu, konkrétné v ¢ase ¢t = 0, polohu y(0) a rychlost v(0).

4. Prubéh polohy y(t) nacrtnéte. Na zékladé na¢rtnutého pribéhu polohy y(t) nacrtnéte
— ()

prubéh rychlosti pohybujiciho se télesa v(t) = =7~

Zadané hodnoty

b wi = w0 * w0 | yo = y(0)

Ndpovéda: Konstanty C; a Co uréime z feSeni diferencialni rovnice a to z feSeni y(t) a derivace
dy(t)

feseni y'(t) = =5~ pro t = 0.
e Prvni rovnici uréime ze vztahu (10) za podminky, kdy hmotny bod je v ¢ase ¢t = 0 vychylen
z rovnovazného stavu. Hodnota y(t) v ¢ase t = 0 je y(0) = yp. Tim dostaneme prvni rovnici

yo = e "0 (Cy sin(w - 0) + Cy cos(w - 0)) (15)

e Dale je definovana pocatecni podminka, které fiké, Ze rychlost télesa je v ¢ase t = 0 nulova,
tj. v(0) = d%t) li=o = ¥/(0) = 0. PouZijeme vztah (14), tj. zderivujeme vztah definujici
polohu hmotného bodu

Cdy(t)  d (e7" - (Crsin(wt) + Cy cos(wt)))

vt =g = dt (16)

Za Cas dosadime t = 0, dale dosadime v(0) = 0. Tim ziskdme druhou rovnici.

Odtud méame soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé, jejim feSenim jsou konstanty Cy a Cs.



